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COMPORTAMENTI DI STUDENTI IN INGRESSO ALL'UNIVERSITA'
DI FRONTE ALLO STUDIO DI DISEQUAZIONI!

Sommario

Si presentano i risultati, anche di tipo qualitativo, di prove somministrate a
studenti in ingresso all'universita' riguardanti lo studio di disequazioni.
Obiettivo delle prove ¢ indagare circa il tipo di controllo esercitato dallo
studente sul significato delle disequazioni proposte e, nel caso di quelle
parametriche, sulle condizioni poste allo sviluppo dello studio dai possibili
valori dei parametri. Dall'analisi dei protocolli degli studenti emergono diffuse
lacune concettuali, prevalentemente risalenti alla scuola secondaria
dell'obbligo, atteggiamenti di tipo procedurale e stereotipati, assenza di
controllo dei significati delle scritture algebriche e scarso coordinamento tra i
linguaggi verbale, algebrico e grafico, cose queste che rendono problematico
per gli studenti un consapevole futuro apprendimento.

Introduzione

Sono ben note le difficolta che il passaggio tra due differenti ordini scolastici
comporta, come queste difficoltd si amplifichino nel corso degli studi
raggiungendo la punta massima nel passaggio scuola secondaria-universita e
determinando un elevato e preoccupante abbandono degli studi da parte degli
studenti? . Questo accade in generale per ogni corso di laurea ma per quelli ad
indirizzo scientifico il fenomeno & pit preoccupante ed € legato in particolare
all'apprendimento della matematica (Prodi, 1989).

I motivi sono insiti da un lato nella natura stessa della disciplina -il cui
apprendimento & consequenziale e richiede la gestione ed il controllo di diversi
linguaggi e strumenti di rappresentazione via via piu sintetici e raffinati-
dall'altro nella cattiva organizzazione di tempi e modi di studio da parte degli
studenti (interessanti e approfondite analisi in questo senso si trovano in
Ferrari 1996 e Zan 1997). Inoltre la compattazione dei corsi universitari in
semestri (in realtd trimestri) crea ulteriori, a volte insormontabili, difficolta.
Molte sono le iniziative e gli studi che vengono attuati per indagare sulle
difficolta ed andare incontro ai bisogni degli studenti in ingresso all'universita,
oltre i cosiddetti corsi di azzeramento, ormai prassi comune, classiche e

1 Lavoro realizzato nell'ambito di progetti 40% e 60% del MURST

2 Dal punto di vista politico tale elevato abbandono, anomalo rispetto alle altre nazioni
europee, & cosi preoccupante che, di recente si € deciso di considerarlo, se basso, come
indicatore di una migliore qualitd dell'insegnamento impartito nelle universita, con
prevedibili ricadute anche sul piano dei finanziamenti.
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numerose sono le indagini svolte mediante questionari d'ingresso che
consentono, attraverso la rilevazione di dati statistici, di individuare quelle
aree della disciplina meno conosciute o a maggior rischio di errore per il
campione di studenti esaminato. Tra tutti gli studi di questo genere segnaliamo
quello recente, ampio e articolato, di Accascina & Altri (1998) -alla cui
bibliografia rimandiamo per completezza- in cui oltre ad indagare su
conoscenze di base in matematica di studenti in ingresso ai corsi di ingegneria
si indaga sulle conoscenze presunte dagli insegnanti di scuola superiore € quelle
previste dagli insegnanti universitari per questo tipo di studenti, evidenziando
chiare divaricazioni tra queste componenti.

Altri, piu interessanti interventi, riguardano attivita di recupero in cui
-attraverso il riesame di contenuti matematici di base in interazione con
I'insegnante (sia individuale sia in collaborazione con altri studenti)- s1 punta a
costruire in questi ultimi atteggiamenti metacognitivi (consapevolezza delle
proprie risorse cognitive e dei propri processi di pensiero,
autoregolamentazione) ed ad incidere anche su fattori affettivi e motivazionali
(Zan 1996).

Il nostro lavoro si colloca a mezzavia tra questi due poli: si tratta di una
indagine svolta nella prospettiva di una attivita di recupero nel senso sopra
descritto.

L'indagine mira ad individuare conoscenze, abilita e comportamenti degli
studenti nella risoluzione di semplici disequazioni anche parametriche, in
considerazione del ruolo che esse hanno nello sviluppo di classici argomenti
usualmente trattati nei corsi di istituzioni di matematiche o matematica
generale, quali: semplici verifiche di limite, studio di funzioni, studio del
carattere di una serie. L'indagine, effettuata mediante un questionario da noi
messo a punto, ¢ stata svolta tra gli studenti dei corsi di laurea in Scienze
Goelogiche e dei corsi di laurea della Facolta di Economia della nostra
universitd, con l'intento anche di indare su eventuali differenze circa
conoscenze e abilita degli studenti dei due gruppi, proiettati verso professioni
diverse ma entrambe di un certo rilievo sociale.

Lo studio fa inoltre parte di una serie di altri sul tema "disequazioni",
concernenti diversi livelli di scolarita, realizzati nell'ambito del seminario
Italo-Francese di Didattica dell'Algebra3. Piu in particolare l'obiettivo
dell'indagine € quello di verificare, al di la delle abilita tecniche, la capacita di
lettura ed interpretazione di espressioni algebriche e del confronto tra loro.
Molti dei quesiti proposti sono infatti di soluzione immediata purché lo
studente si soffermi sul significato delle scritture in gioco.

L'originalita del presente lavoro rispetto alle usuali indagini ¢ quella di andare
oltre 1 dati quantitativi rilevati dal campione esaminato svolgendo uno studio
qualitativo delle produzioni degli studenti di fronte ai varl quesiti e

3 Ci riferiamo in particolare alle recenti sessioni di: maggio 1998 (CNR-Genova), dicembre
1998 (Universita di Nizza), giugno 1999 (Universita di Modena e Reggio E.).
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testimoniando, attraverso specifici protocolli, delle loro carenze sia concettuali
che operative. In questo si tiene anche conto degli istituti di provenienza degli
studenti, in considerazione del fatto che, solitamente, all'universita ci si
riferisce ad uno studente virtuale, tipico del tradizionale liceo scientifico
(Bernardi 1995, Boiti & Fiori, 1997). Il nostro fine & anche quello di
richiamare 1'attenzione dei colleghi dei corsi di insegnamento delle facolta in
cui operiamo sul genere di bisogni degli studenti e piu in generale per
sensibilizzare I'ambiente accademico (e scolastico) sulle necessita di interventi
di recupero mirati che richiedono un investimento anche in termini di forze
lavoro. Appare non pill eludibile, anche in considerazione degli attuali
indirizzi innovativi previsti per la didattica universitaria (si veda il documento
Martinotti), il monitoraggio costante degli studenti mediante prove € colloqui
in itinere attuati da tutor, in modo realizzare quello spostamento di l'attenzione
"dagli errori che fanno gli allievi agli allievi che fanno gli errori" (Zan 1998)
auspicato da ricercatori impegnati su questo versante.
La presentazione si articola nei seguenti punti:
1. analisi dei quesiti presenti nel questionario sulle disequazioni;
2. analisi delle risposte date dagli studenti, mettendo in rilievo lacune,
stereotipi e difficolta da loro incontrate e loro scuola di provenienza;
3. Considerazioni conclusive.

1. 11 questionario di ingresso sulle disequazioni

Il questionario & articolato in nove gruppi di domande.

Il primo gruppo contempla quesiti preliminari riguardanti: a) la
semplificazione di disequazioni, b) cosa significhi risolvere una disequazione,
c) cosa sia I'insieme verita di una disequazione.

Il secondo gruppo riguarda lo studio di come si modifichino semplicissime
disequazioni per addizione o moltiplicazione di assegnati numeri reali.

1l terzo gruppo riguarda la rappresentazione sulla retta di insiemi limitati o
non di numeri reali.

Il quarto gruppo richiede la soluzione di alcune semplici disequazioni fratte di
primo e secondo grado; tra queste segnaliamo la seguente: Risolvere la

. . 2x+5 . . . . S
disequazione >0, sotto la condizione che 2x+5 sia negativo, finalizzata

ad indurre un diverso atteggiamento negli studenti ed osservarne il percorso di
ragionamento.

Il quinto gruppo richiede lo studio di semplici disequazioni parametriche,
alcune delle quali letterali, da risolversi rispetto a lettere diverse, quali ad
esempio:

5.2 Risolvere rispetto ad y la disequazione

. . . . Z
5.3 Risolvere rispetto a z la disequazione —+—5 < 5
m m m m
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5.4 Risolvere la disequazione a(b +1) > 4 rispetto ad a

5.5 Risolvere la disequazione a(b +1) > 4 rispetto ad b

Tali prove sono finalizzate al controllo della legittimita delle operazioni

coinvolgenti parametri nella trasformazione algebrica ed alla distinzione de1

diversi casi che si presentano a seconda dei diversi possibili valori di questi.

Il sesto gruppo & esplicitamente dedicato al controllo del significato delle

scritture algebriche. Tra i quesiti proposti segnaliamo:

6.1 senza risolverla, giustifica perché é sempre vera la seguente
disequazione: x> —2x +12>0;

6.3 individua le soluzioni della seguente disequazione: ~7x% <A7.

Il settimo gruppo propone quesiti in cui si richiede la traduzione di date

rappresentazioni di insiemi di numeri reali sulla retta in temini insiemistici.

L'ottavo gruppo concerne lo studio di facili disequazioni coinvolgenti il valore

assoluto di semplici espressioni in x. Tali disequazioni possono essere piu

facilmente risolte esaminandone il significato come nel caso di:

82 [x+l>x+1 ed 83 x?+2>-2k?+1.

11 nono gruppo di questiti riguarda la rappresentazione sul piano cartesiano di
rette, semipiani o striscie di piano assegnati algebricamente, con I'obiettivo di
verificare la conoscenza di cid che rappresenta nel piano cartesiano una
equazione o disequazione in due incognite ed il coordinamento tra linguaggio
algebrico e grafico-geometrico.

I principali risultati sul questionario

I1 campione analizzato & costituito da 89 studenti cosi suddivisi:

26 iscritti al corso di laurea in Scienze Geologiche (di cui 10 provenienti dal
liceo scientifico, 3 dal liceo classico (2 ad indirizzo linguistico), 5
dall'istituto tecnico per Geometri, 2 dall'istituto tecnico industriale, 5 di altri
istituti tecnici (agrario, femminile, ...));

63 studenti iscritti ai corsi di laurea della Facolta di Economia (di cui 14 dal
liceo scientifico, 2 dal liceo classico, 47 da vari istituti tecnici, ma con
prevalenza da quello commerciale#). La valutazione in matematica dichiarata
dagli studenti ¢ di tipo medio alta’.

4 Non & stata possibile effettuare una esatta classificazione della tipologia degli istituti tecnici di
provenienza per omissione della specificazione da parte degli studenti.

5 In particolare essa risulta cosi' distribuita:

- per gli studenti di Scienze Geologiche provenienti da:
- liceo scientifico: 4 "buono", 5 "sufficiente" e 1 "scarso";
- liceo classico : 3 "buono”;
- altri istituti: 1 "buono", 11 "sufficiente", 1 "scarso".

- per gli studenti della facolta di Economia provenienti da:
- liceo scientifico: 2 " ottimo", 1 "buono", 9 "sufficiente” e 2 "scarso";
- liceo classico : 2 "sufficiente"

- altri istituti; 1 "ottimo", 15 "buono”, 22 "sufficiente", 9 "scarso.
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Dall'analisi degli elaborati non appaiono vistose differenze tra le produzioni
degli iscritti a Scienze Geologiche rispetto a quelle degli iscritti alla Facolta di
Eonomia, pertanto nel riportare i risultati si ¢ deciso di non procedere ad una
distinzione tra i due gruppi di studenti, ma di riferirsi unicamente alla scuola
di provenienza.

Prima di soffermarsi in dettaglio sulle risposte date ai singoli gruppi di quesiti
occorre segnalare che molti studenti (prevalentemente non provenienti dal
liceo scientifico) non ne affrontano affatto alcuni, precisamente quelli sulle
disequazioni parametriche, quelli coinvolgenti il valore assoluto e quelli sulle
rappresentazioni grafiche di insiemi di punti del piano caratterizzati da una o
due disequazioni in x e y. Nella voce "osservazioni" prevista nel questionario
parecchi studenti dichiarano che l'argomento "disequazioni” ¢ da loro poco
conosciuto e che i quesiti da loro non svolti riguardano argomenti non
insegnati loro. C'¢ da dire poi che i protocolli di molti allievi appaiono dei
veri e propri "campi di battaglia", per i segnacci e le frequenti cancellature
che testimoniano percorsi mal riusciti o tentati a caso.

Andando in dettaglio per il primo gruppo di quesiti si rileva una non corretta
interpretazione del termine "semplificare”, molti studenti di fronte al quesito:
-~ semplifica la disequazione x-2(1-x)<(l-x)+3x la risolvono (molto spesso

* ~sbagliando), altri invece operano trasformazioni improprie e senza controllo

-dei limiti di validita delle stesse, ad esempio un allievo proveniente da un

-2>1+ 3 , non
(I1-x) (1-x)

producendo certamente una semplificazione, e per di pill senza curarsi del
“segno di 1-x o del suo possibile valore nullo. Tra coloro che la risolvono si
rilevano errori dovuti allo scambio delle operazioni aritmetiche, ad esempio
uno studente trasforma x-2(1-x)<(1-x)+3x In x—-2+2x <3x —3x? sostituendo
I'addizione con la moltiplicazione, un altro proveniente dal tecnico per
geometri nel trasformare la stessa disequazione passa da
x-2(1-x)=[(1-x)+3]<0 a (I1-x)(x -2-3) operando una analoga sostituzione.
Sempre nell'affrontare tale disequazione parecchi studenti operano come se ci
fosse la parentesi nel termine iniziale x-2. Emblematica ¢ la produzione di

uno studente: egli trasforma la disequazione in x? —x—2x+2 <3x+3-2, giunge

poi alla disequazione x* —6x~1<0 e scrive "non riesco a risolverla perché non
ricordo la formula risolutiva delle disequazioni di secondo grado” rivelando
uno stereotipo denunciato anche in altri studi: l'identificazione della
disequazione con l'equazione ad essa associata (Tzamir & Al 1998). Il quesito
relativo a cosa sia l'insieme veritd di una disequazione & prevalentemente
risolto da studenti del liceo scientifico.

Il risultato pit interessante del primo gruppo di quesiti riguarda
l'esplicitazione di cosa significhi risolvere una disequazione. Innanzi tutto va
notato che pitl di un terzo degli studenti non da alcuna spiegazione al riguardo,
cosa che testimonia un insegnamento pilt rivolto alle tecniche che ai concetti.

istituto tecnico trasforma la suddetta disequazione in



Tavola 1

Vuol dire:
- trovare quei valori dell'incognita che verificano la disequazione
- trovare i valori che sostituiti alla x rendono vera la disequazione

e trovare valori di x che soddisfino la disequazione

Risposte al quesito "Cosa vuol dire 'risolvere una disequazione’

'

trovare il valore della x

trovare i valori dell'incognita in essa contenuta

trovare tutti i valori che appartengono ad una incognita

stabilire il valore per cui l'incognita ¢ minore/maggiore di esso

trovare le radici

ricavare l'incognita, in base al segno maggiore, uguale o minore

trovare i valori per i quali la disequazione si annulla

trovare i valori fra cui ¢ compresa la x

determinare i valori per cui una certa variabile & minore, maggiore o
compresa

evidenziare il segno di tale disequazione negli intervalli trovati nella sua

risoluzione

l'insieme dei numeri che sostituiti alla x (incognita) mi verifichino
l'operazione

per quale insieme di valori della x ¢ soddisfatta la disequazione

l'intervallo di numeri per cui la disequazione risulta vera

gli intervalli in cui si pud prendere la x

una disequazione & una diseguaglianza fra due funzioni quindi risolverla
significa trovare le soluzioni per le quali vale la disuguaglianza
trovare se la prima equazione ¢ <, > 0 = rispetto alla seconda

rendere esplicita la disequazione
ridurre la disequazione
trovare per quali valori della "x" viene definita

Dare uno o pin valori alle/a incognite/a in modo che la disuguaglianza sia
verificata

I tipi di spiegazioni date sono riportate in tavola 1 (sono contrassegnate in
neretto quelle discutibili). Dalla lettura si osservano diverse concezioni di cosa
significhi risolvere una disequazione. La prima concezione & pill vicina alle
equazioni in una incognita (trovare il valore di x, trovare i valori
dell'incognita, ...), essa & pilt 0 meno corretta a seconda della presenza o
assenza di indicatori di qualtificazione (i valori, quei valori tali che) anche se
non vi & mai esplicito uso del quantificatore "tutti", molte delle spiegazioni
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sono monche, incomplete o prive di significato e riecheggiano la procedura
generale di soluzione attraverso lo studio delle radici della equazione associata;
questo si rileva soprattutto nei protocolli di molti studenti provenienti dagli
istituti tecnici commerciali. Una seconda concezione, pit moderna, vede la
risoluzione dell'equazione come l'individuazione del suo insieme verita, anche
se non mancano visioni distorte dall'esperienza che fanno concepire questo
insieme come intervallo o riunione di due intervalli. Vi ¢ anche una visione
funzionale delle disequazioni che riecheggia quella di equazione come
uguaglianza di funzioni, espressa da alcuni studenti del liceo scientifico. Vi &
poi una visione della risoluzione di una disequazione come la riduzione in
termini pill elementari della relazione data: in questo caso l'attenzione non ¢
centrata sull'insieme veritd ma sulla proposizione stessa, in questa ottica puo
inquadrarsi l'errata spiegazione che vede la risoluzione di una disequazione
come la ricerca del dominio di definizione dell'espressione in oggetto. Vi ¢€
un'ulterore errata visione, che riflette la risoluzione per tentativi delle
equazioni.

Per quanto riguarda il secondo gruppo di quesiti, dedicati all'analisi della
variazione del segno di una disequazione per addizione o moltiplicazione di un
numero razionale, solo il 30% del campione risponde correttamente (in
particolare tra quelli di scienze geologiche rispondono correttamente solo tre
studenti provenienti dal liceo scientifico). Il restante 70% nel moltiplicare 1
termini di una disequazione per un razionale negativo ne mantiene
tranquillamente il segno, inoltre alcuni studenti, trovandosi in imbarazzo di
fronte al fatto di dover aggiungere una stessa quantita ai due termini di una
disequazione, probabilmente per poca dimestichezza, operano per
moltiplicazione sostituendola all'addizione. C'¢ anche uno studente del tecnico
commerciale che trasforma tutte le disequazioni in equazioni.

Un altro risultato sconcertante riguarda il terzo e settimo gruppo di quesiti,
dedicati rispettivamente alla rappresentazione di insiemi numerici sulla retta e
viceversa alla traduzione in termini verbali e/o formali di date
rappresentazioni di insiemi di numeri reali sulla retta; dall'esame dei protocolli
si rileva che il 10% del campione non risponde (tra cui anche alcuni
provenienti dal liceo scientifico), il 15% degli studenti rivela di avere come
unico modello di insieme numerico quello dei naturali; questi infatti, di fronte
alla domanda:

Osserva le seguenti rappresentazioni.

v -

7 -172
.. .

Indica per ciascuna rappreserimzione gli insiemi di numeri reali corrispondenti
scrivono per la prima A= {-7, -6, -5, -4, -3, -2, -1} e per la seconda B = {3,
4,5,6,7,8,9, ... }.




tavola 2

Produzione di uno studente di fronte al quesito: Rappresenta su una
retta orientata l'insieme dei numeri reali xtali che 1<x<6.

Tra i comportamenti anomali rilevati si segnala tra gli studenti provenienti
dall'istituto commerciale il prevalere di rappresentazioni ed atteggiamenti
indotti da altri studi, ad esempio molti di questi studenti, pur essendo le due
rappresentazioni date non compatibili, ne fanno anche l'intersezione o
contrassegnano gli insiemi dati con "+" e "- " in entrambe le rappresentazioni,
rivelando un automatismo acquisito nella risoluzione delle disequazioni.
Viceversa globalmente si rileva la scarsa dimestichezza a rappresentare insiemi
numerici sulla retta (si veda il protocollo riportato in tavola 2). Uno studente
interpreta degli insiemi dati in termini di soluzioni di una disequazione (in
riferimento al primo insieme scrive "la disequazione risulta vera

. <. 1,
nell'intervallo tra -7 e -1/2 cio¢ -7<x < -3 e analogamente opera nel secondo

caso) mostrando la sua incapacita a concepire gli insiemi dati in quanto tali.
I quesiti del quarto gruppo, concernenti la soluzione di semplici disequazioni
fratte, non presentano grossi elementi di difficolta tranne uno, prima riportato,
dovuto al dover considerare una condizione aggiuntiva. In riferimento a tale
quesito gli studenti mostrano un notevole disorientamento e l'incapacita a
gestire la questione in termini puramente algebrici, cosa in questo caso facile
per la trasparenza e semplicita delle condizioni in gioco (si veda il protocollo 1
di tavola 3); molti poi non tengono conto dei possibili diversi valori del
denominatore (emblematico ¢ il protocollo 2 di tavola 3) o rivelano uno scarso
dominio dei numeri (reali) relativi considerando un quoziente positivo solo
quando numeratore e denominatore lo sono (si veda il protocollo 3 di tavola
3). La maggioranza degli studenti affronta il quesito ricorrendo all'usuale
rappresentazione grafica, cosa che crea difficolta di coordinamento tra la
condizione data verbalmente e la sua ricaduta nella rappresentazione sulla
retta. Emblematici al riguardo sono i protocolli 4, 5 di tavola 3; in particolare
nel protocollo 4 & documentato un conflitto di rappresentazione, dovuto ad

. . 5 .
fatto che lo studente rappresenta l'insieme degli x < -5 che rendono negativo
il numeratore, con tratto continuo sulla retta, cosa che lo porta a sbagliare ed a

considerarlo positivo per l'usuale convenzione di indicare con tratto continuo 1
valori per i quali una disequazione assume tale valore; il protocollo 5 mostra il




Tavola 3
Produzioni degli studenti di fronte al quesito Risolvere la
+520, sotto la condizione che 2x+5 sia negativo.

disequazione

Protocollo 1 (autore proveniente da un istituto tecnico)

-

x"(i'c.-a) e
CE w+5 0 xo%

Protocollo 2 (autore proveniente dal liceo classico)

H 1

e 2%¥5¢o. 5 2x<
2RED LY o@ BAAto ..

protocollo 3 (autore proveniente dal liceo scientifico)

x+6 30 A :
4 /Zx“’_m—v__"———_ X(i
A K-S >0 x> A4 - _ . 3
. = &
protocollo 4 (autore proveniente dal liceo scientifico)
N) 2x+5 Lo AR L-S X L5 -2 3
D) x>l 2 L
3 A R
protocollo 5 (autore proveniente dal liceo scientifico)
k- A £0 > = 4 N D 15 -~ - /N - -
AR ot R ) e Ny
A L - 5.7 =i i
5 G 2

prevalere invece di comportamenti stereotipati, tipici degli studenti provenienti
dallo scientifico, i quali rispondono al quesito risolvendo globalmente la
disequazione, pur partendo dal considerare la condizione posta. Inoltre uno
studente dello scientifico per risolvere il quesito lo trasforma nel prodotto del
numeratore con il denominatore, risolvendo unicamente l'equazione ad esso
associata.

Il quinto gruppo di quesiti, dedicato alle disequazioni parametriche, come gia
detto risulta di fatto improponibile per molti studenti; inoltre parecchi (tra



Tavola 4

Protocolli che testimoniano fragilita ed incertezze
nella attuazione di trasformazioni algebriche

Protocollo 1 (autore proveniente dall'istituto tecnico per geometri)

5.5 Risolvere la seguente disequazione rispettoa b .
a(b+l) > 4

%/ 2 S
protocollo 2 (autore provenienete da un istituto tecnico)

5.3 Risolvere la seguente disequaiione rispetto a z:

2L 4z m 2 4L o, _n N = ~3@m4-—zvx
m m? m o om’ m m m* ™

protocollo 3 (autore proveniente dal liceo classico)

Z..n < ‘42;3”:‘
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quelli provenienti dallo scientifico o da istituti tecnici a matematica forte) 11
"risolvono" in modo formale, senza preoccuparsi minimamente dei valori
assumibili dai parametri che vi figurano e del loro segno. I quesiti in assoluto
pit difficili appaiono il 5.2 ed il 5.3, in particolare uno studente proveniente
dal liceo scientifico di fronte al quesito 5.2 Risolvere rispetto ad y la
2y +k

disequazione > b scrive "non sono capace, ci sono troppe condizioni da

porre”, dimostrando un totale smarrimento ad operare su termini letterali.
Altri protocolli rivelano ancora una cattiva concettualizzazione dei numeri
(reali) relativi e lo stereotipo che il denominatore di un quoziente ¢ sempre
positivo (addirittura qualcuno lo esplicita scrivendo "moltiplicando tutto per a
il segno non cambia perché & a positivo"). Altri ancora passano
indifferentemente dall'ambito additivo a quello moltiplicativo e viceversa, ad

2ytk—ab_ . y>—3%  sostituendo alla
4 2(—k + ab)

Dk pinys-2-Kap,
a 2 2

esempio uno studente trasforma

addizione la moltiplicazione, un altro trasforma




Tavola 5
Esempi di produzioni contorte e scorrette nello studio
della disequazione —7x> <7

protocollo 1 (autore proveniente dal liceo scientifico)

_7x2 < J:]_ X$</Q\@,
. . __jr ~

protocollo 2 (autore proveniente dal liceo scientifico)
- B <5 Yo z
- XZ < % ué - \%:-

protocollo 4 (autore proveniente dal liceo scientifico)

St o< 7. F > a8t
)

{

U, v 4
KL=z . . ~ ~ 1
&% wipm VI o= X A

protocollo 5 (autore proveniente dal liceo scientifico)
oo - - ’L P

. ks T . !
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protocollo 6 (autore proveniente dal l'istituto magistrale)
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?

protocollo 7 (autore proveniente dall'istituto tecnico)

-, Nl
7t < W7 95;27”:_7

protocollo 8 (autore proveniente dal liceo classico)

S
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protocollo 9 (autore proveniente dal liceo classico)
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mescolando in modo incomprensibile moltiplicazione e addizione.

Appaiono poi evidenti fragilita ed incertezze nella manipolazione algebrica e
I'assenza di conoscenza del significato di a-1 (si veda il protocollo 1 tavola 4)
Nella risoluzione del quesito 5.3 Risolvere rispetto a z la disequazione

Z n 4z n .o . . . ] ) )
—+— <—-——5 , al di la degli errori nella manipolazione algebrica, si

m m2 m m2

rilevano due diverse procedure, una pill generale e formale che riconduce tutti
1 termini al primo membro ed allo stesso denominatore, 1'altra pilt legata a tipo
delle relazioni in gioco, che richiede nella semplificazione il controllo del
segno del parametro m (su questo secondo aspetto si vedano i protocolli 2 e 3
di tavola 4).
I quesiti del sesto gruppo consentono di toccare con mano nella interpretazione
del significato di fondamentali espressioni algebriche l'esistenza di
misconcezioni e di notevoli rigidita formali. Ad esempio, di fronte al quesito
6.1: Senza risolverla, giustifica perché é sempre vera la seguente disequazione:
Tavola 6
Produzioni contorte ed errate di semplici disequazioni
coinvolgenti il valore assoluto

Protocollo 1 (autore proveniente dal liceo scientifico)

o+ s zfi\\mﬁi@%

Protocollo 2 (autore proveniente dal liceo scientifico)
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Protocollo 3 (autore proveniente dal liceo classico)
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x?-2x+120, il 70% del campione non riconosce il quadrato di x-1, le
giustificazioni date rivelano la dominanza del modello dei naturali: ricorrente
¢ la giustificazione "& sempre vera perché qualunque sia il valore di x x2 &
sempre maggiore di 2x".

Il top della bizzarria, che rivela una assoluta mancanza di abitudine al
controllo del significato delle scritture algebriche, si ha nelle risposte date al
quesito 6.3: Individua le soluzioni della seguente disequazione: ~7x? <f7. Si
riporta in tavola 5 una selezione degli innumerevoli errati e contorti
procedimenti messi in atto per rispondere al quesito, peraltro di soluzione
immediata.

L'ottavo gruppo di quesitié, riguardanti lo studio di semplici disequazioni
coinvolgenti il valore assoluto, alcune immediatamente risolubili per i caratteri
delle espressioni presenti, sono affrontati essenzialmente da studenti dello
scientifico che ricorrono a procedimenti generali standard nonostante la
semplicita ed immediatezza delle situazioni proposte (si vedano protocolli di
tavola 6). Gli errori pit frequenti riguardano l'incapacita di esplicitare il
valore assoluto in funzione del suo argomento e di coordinare la variazione
della diseguaglianza nel passaggio da valori positivi a valori negativi dello
stesso’.

L'ultimo gruppo di quesiti, riguardante la rappresentazione sul piano
cartesiano di semipiani o striscie di piano caratterizzate da condizioni
algebriche, ne presenta alcuni che vengono ignorati da piu della meta degli
studenti (anche da alcuni provenienti dal liceo scientifico), essi sono:
rappresenta nel piano cartesiano gli insiemi A={(x,y)eR xR:x 2 -2,y <-1};
B={(x,y)eRxR:y2x,x<y-1}; C={(x,y)eRxR:"x-8<y<2x+4}. Tra 1 pochi
che li risolvono gli errori pit frequenti riguardano la capacita di coordinare le
condizioni algebriche con la rappresentazione grafica, la difficolta a
rappresentare sul piano il semipiano caratterizzato dalla condizione x >y -1
per l'incapacita di convertire la condizione in y <x+1, o di interpretare le
condizioni caratterizzanti 1'insieme C perché espresse in modo concatenato.
Tra i protocolli pili poveri ve ne sono alcuni in cui appare evidente l'incapacita
degli studenti di rappresentare una retta di cui ¢ data l'equazione, sia essa
parallela o no agli assi, altri in cui gli studenti non riescono ad individuare il
semipiano rappresentato da una certa disequazione.

Considerazioni conclusive
Le diffuse difficolta e lacune rilevate negli studenti induce una riflessione circa
le ragioni di esse, al di 1a della storia scolastica dei singoli allievi. Dall'analisi

6 Del settimo gruppo di quesiti, riguardante l'esplicitazione in termini insiemistici di
rappresentazioni sulla retta di insiemi di numeri reali, si & detto in relazione a quelli del terzo
gruppo.

7 Un singolare approccio al valore assoluto, basato su una insolita rappresentazione grafica,
utile per aggirare questa difficolta & riportato in Parish (1992).
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svolta appare evidente come le principali difficolta siano connesse a carenze

concettuali risalenti alla scuola secondaria inferiore o al biennio della

secondaria superiore. Appaiono in particolare chiari:

- il mescolamento tra struttura additiva e moltiplicativa nei vari ambiti
numerici, la dominanza dell'ambito numerico dei naturali rispetto agli altri,
la carente concettualizzzazione delle proprietd fondamentali della struttura
di campo ordinato;

- l'incapacita a controllare il significato di relazioni espresse in linguaggio
algebrico ed il prevalere della messa in atto di procedure standard generali
anche in casi particolari di banale risoluzione;

- una certa dimestichezza con il linguaggio grafico® ma il collassamento di
quello algebrico nella sua gestione ed interpretazione € piu in generale uno
scarso coordinamento tra i registri di rappresentazione (verbale, grafico,
algebrico).

Si rileva inoltre negli studenti provenienti dal liceo scientifico un tecnicismo
spinto e incontrollato (che li caratterizza come pseudostrutturali, secondo la
terminologia di Linchevski & Sfard (1991)), mostrando una assoluta mancanza
di attenzione ai significati delle espressioni in gioco ed alla legittimita delle
trasformazioni algebriche eseguite; in quelli provenienti da istituti a
matematica debole si vede in trasparenza la loro necessita di esercitare un
certo controllo dei significati ma nello stesso tempo anche la fragilita delle
conoscenze nell'ambito delle frazioni algebriche (basti pensare che
nell'attuazione di trasformazioni sintattiche per la semplificazione ricorrono
alla moltiplicazione e divisione simultanea di una stessa espressione). Maggiori
carenze appaiono in particolare tra gli studenti provenienti dagli istituti tecnici
commerciali. ’

Tali risultati portano a mettere in atto un corso di recupero per gli studenti

mirato, per quanto possibile, ad aspetti metacognitivi, sia concettuali sia di

controllo nella interpretazione e gestione del linguaggio algebrico®. Tale

corso, iniziato immediatamente dopo la somministrazione del questionario, €

consistito in sei ore di lezione di ricapitolazione e di 20 ore di attivita di

gruppo, coordinata dalla stessa insegnante. Ogni gruppo ¢ costitito da 8-10

studenti guidati da uno studente volontario anziano (del terzo o quarto anno)

bravo in matematica. L'esperimento di recupero condotto, seppure limitato

8 Cid & stato anche confermato da un secondo questionario sulle funzioni, fornito da R. Zan
dell'Universita di Pisa, in cui erano presenti quesiti sulla individuazione delle soluzioni di
disequazioni espresse in termini generali (del tipo f(x)>0 o f(x)<g(x)) dall'osservazione delle
intersezioni indicate esplicitamente sul grafico delle due funzioni y=f(x) e y=g(x). Di fronte a
tali quesiti gli allievi hanno generalmente individuato le soluzioni.

9 Questi risultati hanno anche dato luogo luogo all'avvio di due ricerche parallele nell'ottica
del raccordo scuola secondaria inferiore e superiore rispettivamente rivolte a "frazioni,
frazioni algebriche e razionali" (Malara 1999) e "approccio alle funzioni" (Iaderosa e Malara
1999) ed hanno confermato la valenza di nostri studi mirati a forzare 1'attenzione degli allievi
sulle analogie e differenze tra struttura additiva e moltiplicativa dei vari ambiti numerici
(Malara e Iaderosa 1998).



alle sole disequazioni, ha dato buoni risultati sul versante operativo e
soprattutto sul versante affettivo-motivazionale (in particolare la presenza del
collega anziano fa si che gli studenti, sentendosi considerati e sorretti, riescano
a parlare con una certa facilita dei loro disagi e delle loro esperienze negative

in matematica) .
Rimane tuttavia drammaticamente aperto il problema sulla effettiva possibilita

di un apprendimento matematico di una certa qualita a livello universitario per
studenti con queste difficoltd, visto anche il carattere intensivo
dell'insegnamento, nonostante le attivita di recupero e di sostegno che si
possano fornire loro nel corso degli studi, ed appare chiara 'opportunita di un
esame di ammissione sulle conoscenze matematiche di base per 1'accesso ai
corsi di laurea a carattere sia scientifico sia economico onde evitare agli
studenti frustrazioni profonde, notevoli sforzi e perdite di tempo e nello stesso
tempo garantire gli insegnanti sulla effettiva fruibilita ed efficacia del loro

lavoro.
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