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Sunto 

Il rimiovato interesse per la Teoria della Aspettative (TA) della Struttura per Scadenza dei tassi 

d'interesse e il crescente numero di verifiche empiriche circa la validità della stessa, impongono mia 

riconsiderazione dei fondamenti teorici della T A. A tal fine, il presente lavoro si propone un duplice 

obiettivo. Il primo è quello di chiarire i fondamenti matematico-finanziari della TA della Struttura 

per Scadenza dei tassi d'interesse al fine di capire appieno ]e imp!1"caz1·0 m· d 11 · e a sempre maggwre 

mole di lavori empirici sulla Teoria stessa. Il secondo è quello di illustrare le principali versioni 

della TA e di mostrare a quali condizioni sono tra loro coerenti. . 

Introduzione 

La struttura per scadenza dei tassi di interesse (SPS) è la relazione che sussiste tra il tasso di 

interesse di titoli a cedola nulla con diversa scadenza e la loro vita residua.' L'idea di fondo della 

Teoria delle Aspettative (TA) della SPS dei tassi d'interesse è che il tasso a lunga scadenza debba 

essere uguale (a meno di un eventuale premio al rischio) alla media del tasso a breve corrente e dei 

tassi a breve attesi futuri. Si tratta quindi di uno struniento concettuale volto a interpretare la SPS, 

cioè a spiegare perché, ad un dato istante, essa assume una certa forma piuttosto che un'altra. 

Benché l'introduzione di questa ipotesi nella letteratura economica risalga addirittura al secolo 

scorso col lavoro di Fisher del 1896, è negli ultimi decenni, e soprattutto a partire dagli amii 

ottanta, che essa è stata oggetto sempre più frequente di studi empirici. I risultati che questi 

ottengono sono spesso contrastanti, e dipendono in modo cruciale dal paese e dal periodo storico 

che essi considerano: in generale, e non senza qualche eccessiva semplificazione, si può dire che la 

TA sembra una migliore descrizione della realtà quando si considerano paesi diversi dagli USA. 

Al fine di spiegare risultati tanto diversi, la letteratura ha avanzato tre principali spiegazioni 

dell'eventuale fallimento della TA. La prima chiama in causa la presenza di premi al rischio 

variabili nel tempo: l'elemento "aspettativa" sarebbe cioè secondario rispetto a quello del "rischio" 

nello spiegare i mutamenti della SPS nel tempo (ad es. Boero-Madjlessi-Torricelli(1995), Tzavalis

Wickens(1997)). La seconda mette drasticamente in dubbio l'ipotesi di aspettative razionali degli 

investitori, e avanza l'idea che questi reagiscano in modo eccessivo ad aspettative di rialzo o di 

ribasso dei tassi a breve futuri (ad es. Hardouvelis(1994)). Infine, la linea di indagine più recente è 

quella che spiega le diverse performance della TA, prendendo in considerazione le diverse 

caratteristiche istituzionali di politica monetaria presenti nei diversi paesi (ad es. Mankiw-

Miron(1986), McCallum(1994), Rudebusch(1995)). 

Tuttavia, i lavori citati prescindono da una discussione dei fondamenti matematico-finanziari della 

TA stessa; il che porta a discutere della validità di una teoria senza in realtà metterne in risalto i 

punti di partenza e i limiti concettuali. Più precisamente, dimostreremo che la letteratura empirica 

sulla T A si concentra su una particolare formulazione della teoria stessa: quella in termini 

logaritrnici, nella versione con premio al rischio costante che, come verrà chiarito nel presente 

lavoro, è solo una delle tre versioni in cui si può enunciare la TA. Peraltro, la scelta di una 

1 Data l'incompletezza del mercato in termini di titoli a cedola nulla, ai fmi applicativi si impone il ricorso a metodi di 
stima basati peraltro sull'utilizzo di titoli con cedola. Poiché il presente lavoro ha un taglio puramente teorico, nel 
seguito ci si riferisce esclusivamente a titoli a cedola nulla. Per una discussione del problema della stima della SPS si 
veda ad es. Anderson et a1.(1997), Moriconi(1994) 
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particolare formulazione della TA implica una determinata scelta circa la serie storica di riferimento 

(ovvero tassi di interesse piuttosto che intensità istantanee o medie di interesse). 

Il presente lavoro è organizzato nel seguente modo. Nella sezione l, si introduce brevemente la 

distinzione, spesso scontata nella letteratura anglosassone fra tassi e intensità d'interesse. Nella 

sezione 2, si illustrano le tre diverse formulazioni della teoria della pura aspettativa (TP A), versione 

della TA che prescinde da considerazioni sul rischio. Infine nella sezione 3 si dimostra a quali 

condizioni le tre formulazioni della TA sono reciprocamente coerenti. 

l. Tasso d'interesse e intensità d'interesse 

La prima distinzione necessaria per poter capire appieno la differenza fra le diverse formulazioni 

della TA, che verrà presentata nella prossima sezione, è quella fra il concetto di tasso d'interesse e 

di intensità d'interesse. Infatti, il concetto di intensità di interesse deve essere introdotto quando si 

considera uno scadenziario definito sul tempo continuo; il quale, a sua volta è il presupposto per la 

formulazione della TA in termini logaritmici. 

In uno scadenziario periodico il tasso d'interesse a pronti (o tasso spot) è il rapporto fra l'interesse 

maturato nel periodo e il valore nell'istante iniziale di una unità monetaria, cioè: 

r(t,t+k) = [llv(t,t+k)J 11
" -l (l) 

dove v(t,t+k) rappresenta il prezzo a pronti, al prefissato istante di valutazione t, di un titolo a cedola 

nulla (TCN) con scadenza in t+k. e valore di rimborso unitario. 

Il tasso di interesse a termine (o tassoforward), r(t, t+k-1, t+k), è il tasso in vigore all'istante t, per 

un investimento uniperiodale con scadenza all'istante t+k. Pertanto, ~tiliz;ando la (1), è immediato 

dimostrare che la relazione fra tasso d'interesse a pronti e tasso a termine è data dalla seguente 

formula: 

l+r(t, t+k-1, t+k) = [ l+r(t, t+k) ]'l [ l+r(t, t+k-1) ]'"1
• (2) 
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Passando ad uno scadenziario continuo, la (l) diventa: 

r(t,s) = [ 1/v(t,s) ]11'·'-1. SE(t,+oo) (3) 

Tuttavia, in uno scadenziario continuo è più opportuno parlare di SPS delle intensità istantanee di 

interesse, visto che i tassi a termine di durata infinitesima r(t,s,s+ds) non possono che essere tutti 

nulli'. 

Per ogni s ~ t, si definisce intensità istantanea di interesse il limite cui tende il rapporto fra tasso a 

termine di durata infinitesima e il tempo infinitesimo <: 

,. ) .m[r(t,s,s+r)] u(t,s =h 
T-+0 1: 

l 
1
. v(t,s,s+r)-v(t,s) 

O(t,s) = --- Im = 
v(t,s) ,...,, r 

v;(t,s) 

v(t,s) 

(4) 

(5) 

dove v(t,s,s+"t) rappresenta il prezzo a termine, al tempo t, di un titolo a cedola nulla con durata 

infinitesima e scadenza in s+"t. 

La (5) esprime l'intensità istantanea d'interesse come il rapporto fra la derivata della funzione di 

sconto e la funzione di sconto stessa'. Si tratta quindi di una semielasticità: ciò significa che o(t,s) 

rappresenta il tasso di diminuzione della funzione di sconto al tempo t, o- il che è lo stesso- il tasso 

di crescita della funzione montante. Ne consegue che l'andamento di o(t,s) è la descrizione più 

efficace ed accurata delle condizioni del mercato per scadenza al tempo t. 

Risolvendo l'equazione differenziale (5) con la condizione al contorno v(t,t)=l si ottiene: 

v(t,s)=exp(-J: o(t,u) du) (6) 

che combinata con la (3) fornisce l'equazione del tasso spot in funzione dell'intensità istantanea di 

interesse: 

l r' r(t,s)=exp(-j, o(t,u)du)-1. 
s-t 1 

2 Infatti, applicando la (2) ad uno scadenziario continuo si avrebbe che: 
l+r(t, s, s+ds) ~ [ l +r(t,s,s+ds) l"~ !,per ds~O. 

(7) 
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Dove l'espressione all'esponente rappresenta l'intensità media d'interesse, ovvero il valore medio di 

o(t,u) fra l'istante di valutazione t ed s4; cioè: 

l f' y(t,s) =- J, o(t,u) du. 
s-t ' (8) 

Infine, cambiando gli estremi di integrazione nella (7), si può ottenere l'espressione dei tassi a 

termine: 

. l 
r(t,T,s) = exp[-· f'o(t,u) du.]-1. 

· s-T Jr (9) 

2. Le tre diverse formulazioni della teoria della pura aspettativa 

Tradizionalmente, si distinguono due tipi di teorie delle aspettative: la versione cosiddetta "pura" 

(TP A: teoria della pura aspettativa), e la versione più generale, (che sarà indicata dali' acronimo 

TA). L'elemento che le differenzia è il diverso tipo di ipotesi che le due teorie fanno riguardo al 

comportamento nei confronti del rischio da parte degli investitori: neutrali al rischio secondo la 

prima, avversi al rischio secondo l'altra. 

Premesso che il concetto di equilibrio sottostante la TA è quello di assenza di arbitraggio, la 

versione pura della teoria delle aspettative può essere formulata in vari modi, a seconda 

dell'orizzonte temporale di riferimento. Nel seguito di questa sezione si illustrano, nell'ordine, la 

versione uniperiodale, quella n-periodale e quella logaritmica. 

TPA- Versione uniperiodale 

La versione uniperiodale della TPA impone l'uguaglianza tra i rendimenti attesi che si ottengono in 

un periodo, investendo in un TCN a scadenza uniperiodale ovvero in un TCN a scadenza n

periodale: 

( l+r(t,t+l)] =E,[ l+Hn(t,t+l)] 
(IO). 

3 
La (5) può auche essere scritta così: o(t,s) ~ -ò log v(t,s) l òs, 

'L'intensità media d'interesse, y(t,s) ~ (1/s-t) fo(t,u)du ~Jog (l+r(t,s)), è denominata in gran parte della letteratura 
(ad.es.: Svensson (1994), Shiller (1990), McCulloch (1971)) come tasso spot; mentre la funzione o(t,u) prende spesso il 
nome di tasso forward istantaneo. Fra le due, infatti, interviene la stessa relazione che sussiste fra tasso spot e tasso a 
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· · ·1 d' d' nto che si ottiene detenendo solo dove H.(t,t+ l) è l'holding period return, cwe l tasso l ren Ime 

. d TCN con scadenza n-periodale, ed è definito come segue: per un peno o un 

E,[ l+H.(t,t+ l)]= [ l+r(t,t+n) ]" E,[ (l+r(t+ l,t+n)r<•-1l], 

per cui la (10) può esser così riscritta: 

[ l+r(t,t+ l)]=[ l+r(t,t+n) ]" E,[ (l+r(t+ l,t+n)r<•-
1
l], (lO') 

TPA- Versione n-periodale 

La seconda formulazione della TP A eguaglia i rendimenti attesi che si ottengono in un orizzonte di 

. . · d · TCN -peri oda! e ovvero in n TCN uniperiodali (strategia di rolling-n perwd1, mvesten o m un n 

aver): 

[ l+r(t,t+n) ]" = E,[ (l+r(t,t+l))(l+r(t+l,t+2)) ... (1+r(t+n-l,t+n))]. (Il) 

Tuttavia, dalla (l l), discende la seguente: 

[ l+r(t,t+n) ]" = (l+r(t,t+l)) E,[ (l+r(t+l,t+n)y-1], (12) 

· · · d Ila TA poniamo a confronto le due versioni ora presentate per Prima d1 Illustrare la terza verswne e 

l · nza La conclusione di tale confronto può esser sintetizzata nella valutarne la oro reciproca coere . 

seguente proposizione. 

Proposizione _ Incompatibilità tra versione uniperiodale ed n-periodale 

La equazione (lO') è in contraddizione con la equazione (12). 

Dimostrazione 

Ricavando dalla (12) [ l+r(t,t+ l)] e richiamando la disuguaglianza di Jensen, secondo la quale, per 

ogni variabile casuale X, si ha che: E( l/X)> 1/E(X)' segue la tesi. 

· fr t d· o e costo marginale in microeconomia. 
termine nel modello discreto, e . a cos o me l h . variabile casuale X, se f(.) è una funzione convessa 
sIn generale la disuguaglianza di Jensen afferma c e, per ogm 
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In sostanza, le due formulazioni della TP A ora presentate non possono valere contemporaneamente, 

benché a prima vista appaiano coerenti l'una con l'altra. Al fine di meglio analizzare e quantificare 

tale inconsistenza, assumiamo che i tassi d'interesse siano lognormali ed omoschedastici ed 

esprimiamo in forma logaritrnica le equazioni (l O) e (l l). 

Sulla base di tali ipotesi, si dimostra nell'appendice, che la (IO)- ovvero la versione uniperiodale

implica che il logaritmo del rendimento aggiuntivo atteso derivante dall'investimento uniperiodale 

in un TCN a scadenza n-periodale è: 

E,[h,(t,t+ l )-y(t,t+l )] = - (Yz) Var [h,(t,t+l) -y(t,t+ 1)], (13) 

mentre la (Il)- ovvero la versione n-periodale- implica: 

• 
E,[h,(t,t+l)-y(t,t+l)] = (Yz) Var [h,(t,t+l) -y(t,t+l)] (14) 

dove h,(t,t+ l) = log [l +H( t, t+ l)] e y(t,t+ l)= log [(l +r(t,t+ l)]. 

La differenza fra i membri di destra delle due equazioni qui sopra è pari a: Var[h,(t,t+l)-y(t,t+l)]. 

Pertanto, sotto le ipotesi fatte, la Var[h,(t,t+ 1)-y(t,t+I)]. rapresenta un modo di misurare, anche 

empiricamente, la disuguaglianza di J ensen ovvero la discrepanza tra le due versioni della TP A. 

TPA- Versione logaritmica (LOG TPA) 

Tuttavia, la maggior parte delle ricerche empiriche sulla validità della TP A non usano né la forma 

uniperiodale -eq. (lO')- né la forma n-periodale -eq. (11)-, ma una versione logaritrnica della (lO') 

(LOG TPA), che implica6
: 

E,[h,(t,t+ l)]= y(t,t+ 1). (15) 
ovvero 

E,[h,(t,t+l)-y(t,t+l)] =O. (15') 

La (15') suggerisce di interpretare la LOG TPA come un modo di approssimare le due versioni della 

Ef(X)>f(E(X). Se la f(.) è concava, la disuguaglianza vale nell'altro verso. 
6
La LOG TPA coincide con la Local Expectation Hypothesis (LEH) di Cox-Ingersoll-Ross(l981). 
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· · d d ·1 termine di varianza nelle due equazioni precedenti assume valori TP A v1ste m prece enza, quan o 1 

modesti. 

Ricordando che y(t,t+l)]=log[l+r(t,t+I)] è l'intensità media di interesse, è possibile dimostrare che 

· · · f di lungo termine e le intensità medie a la TP A implica una precisa relazwne fra le mtens1 a me e a 

breve attese. 

Infatti, dalla (15) riscritta in termini più generali nella forma seguente: 

E,[ h,( t, T)]= (T -t)y,(t,T), 
(16) 

e dalla definizione generale di holding period return: 

E,[ h,( t, T)]= E,[log[v(T,s)/v(t,T)]]= E,[ log[ v(T,s)]-log[v(t,T)] 

che per la ( 6) implica: 

E,[ h,(t,T)] = (s-t)y,(t,s)-( s-T)E, [y,(T,s)] 

si ha che: 

(s-t) y,(t,s)= (T-t) y,(t,T) +( s-T)E, [y,(T,s)] (17) 

da cui si ottiene che l'intensità di interesse con scadenza n-periodale è uguale alla media delle 

intensità di interesse a breve attese: 

y,(t,t+n)= [y,(t,t+ l)+E, [yt+1(t+ l ,t+2)]+E, [y,+2(t+2,t+3)]+ · · .E,[y,+n_,(t+n-l,t+n)]]/n (18) 

La LOG TPA, così come espressa nella (18), riveste una importanza fondamentale nelle analisi 

empiriche delle TPA basate su semplici regressioni lineari. Infatti è possibile riscrivere la (18) sotto 

forma di equazione di regressione avente come variabile indipendente lo spread (ovvero il 

differenziale tra un tasso a lunga e un tasso a breve) e come variabile dipendente la variazione attesa 

del tasso a breve ovvero, con ulteriori semplificazioni, di quello a lunga.
7 

' Per una discussione dei problemi legati alle regressioni sui tassi a lunga si veda ad es. Boero-Di Lorenzo -

Torricelli(1998). 
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Riassumendo quanto fin qui discusso, le . . . verswm uni- e n-periodale della TPA, peraltro 

reciprocamente incoerenti, non rappresentano il quadro teorico di riferimento delle veriche 

empiri~he. d~lla validità della toeria stessa. Tali test vengono infatti effettuati sotto forma di 

regresswm lmeari derivanti dalla _(18) e pertanto le serie storiche di riferimento devono essere 

rappresentate da intensità di interesse. In altre parole tutt. . l . . . . ' 1 quei avon nei quah la TA VIene testata 
sotto forma di . . r . regresswm mean rappresentano test della validità della TA nella . sua versiOne 
logaritrnica (LOG TP A). 

3. L 'introduzione dei premi al rischio 

Nella sezione precedente si ' dim . e ostrato che per la disuguaglianza di Jensen, le tre formulazioni 
della TPA- che a pnma vist b . • . . a sem rano sottmtendere la stessa descrizione della realtà- sono invece 

reciproc~ente mcompatibili, ovvero se una delle tre è vera le altre due sono false. 

Scopo d1 questa sezione è dimostrare che · d . . , mtro ucendo nelle tre versioni presentate nella sezione II 
un premiO al nschio costante e f: d . , . - acen o opportune Ipotesi sulla natura stocastica dei tassi 
d mteresse-, esse diventano reci . 

fr 
. . . procamente coerenti, nel senso che offrono descrizioni della realtà 

a loro compatibili. 

~:resentano. di se~uito le versioni rispettivamente uniperiodale, n-periodale, e logaritrnica della 

, con premiO al nschio moltipl" ti . . . Ica vo nei pnm1 due casi e additivo nell'ultimo: 

(l +r(t,t+! )) e = (l+r(t,t+n))" E, [(l +r(t+ l,t+n)"C•·<>] 
(19) 

(l +r(t,t+n))" =E, [(l +r(t,t+ 1))(1 +r(t+l,t+2)) ... (1 +r(t+n-l,t+n))] Q 
(20) 

y,(t,t+n)= [y,(t,t+!)+E, [y,...,(t+l,t+2)]+E [y (t+2 t+3)]+ E[ ( 
' <+2 , ·· · t Yt+n-t t+n-l,t+n)]]/n+$, 

quest'ultima, per quanto visto prima è equivalente ali ' a seguente: 

(s-t) y,(t,s)= (T-t) y,(t,T) +( s-T)E, [y,(T,s)]+ $; 
(21) 

dove e è un premio al rischio maggiore di l Q ' .. 
, . . . , e positivo ma può essere sia maggiore che minore di 

l, e$ puo essere Sia positivo che negativo. 

9 

f 

I premi al rischio considerati, e, Q, e $, sono diversi per il fatto che i rischi impliciti nelle 

operazioni finanziarie considerate nelle tre formulazioni sono diversi. Infatti- a prescindere da 

considerazioni sul rischio di insolvenza, e il rischio di inflazione, estranee a questa analisi-, nel caso 

in cui si consideri un orizzonte temporale uniperiodale, il rischio da considerare è quello di mercato, 

cioè quello dato dall'eventualità che un aumento dei tassi d'interesse (o dei tassi attesi futuri) nel 

corso del periodo deprima il prezzo del titolo a lunga e implichi un holding period retum negativo o 

molto basso a fine periodo. E' per questa ragione che in un orizzonte uniperiodale, l'investitore a 

lungo periodo chiederà una remunerazione attesa maggiore dell'investitore a breve. 

Nel caso di un orizzonte temporale n-periodale, invece, i rischi da considerare sono due, e agiscono 

in direzioni opposte. Innanzi tutto, c'è il rischio di reinvestimento associato alla strategia di rollover 

dell'investimento: da questo punto di vista, investire a lungo consente di assicurarsi un tasso di 

remunerazione certo, mentre l'investirore a breve sarà in balìa delle fluttuazioni del tasso a breve 

nel tempo. Per questa ragione, l'investitore a breve dovrebbe chiedere una remunerazione attesa 

maggiore nell'arco degli n periodi. Tuttavia, bisogna tener conto del rischio di liquidità cui deve far 

fronte l'investitore a lungo: un'improvvisa necessità di mezzi di pagamento per far fronte a una 

spesa imprevista potrebbe costringerlo a liquidare l'investimento a lungo in un momento in cui i 

corsi dei titoli a lunga subiscono una flessione, con la conseguenza di ottenere un rendimento 

complessivo più basso di quello promesso iniziahnente o addirittura negativo. Come accennato 

prima, questi due tipi di rischio agiscono in direzioni opposte e quindi non si può dire a priori se 

l'investitore a lungo in un orizzonte n-periodale richieda una remunerazione attesa maggiore 

dell'investitore a breve. Cioè non si può dire a priori se Q è maggiore o minore di l. E per la stessa 

ragione, non si può dire se$ sia positivo o negativo. 

Proposizione - La coerenza tra le tre versioni 

Se i tassi d'interesse sono lognormali e omoschedastici, la costanza del premio al rischio in una 

versione implica la costanza del premio nelle altre due. 

Dimostrazione 

Calcolando i logaritmi delle (19) e (20) e richiamando l'ipotesi di lognormalità, si ottiene 

rispettivamente: 

y(t,t+l) =n y(t,t+n) + E,[-(n-1) y(t+ l,t+n)] + (n-1)2/2 Var[y(t+ l,t+n)]-8, (22) 

IO 



n-1 1 
y(t,t+l) = E,[2:y(t+i,t+i+ 1)]+112 Var['f; y(t+i,t+i+l)]+nw 

t=O i=O 

Quest'ultima può essere riscritta così: 

ny(t, t+ n)= y(t, t+ l)+ Et[(n -l)y(t+ l, t+ n)]-112Var[~Il y(t +i, t +i+ l)]+ 112Var[n~l (t . . !=l .L. Y +I,t+I 

+nwn -(n-l)w 1 n-

' 1=0 

(23) 

Per l'ipotesi di omoschedasticità dei tassi di interesse, si nota dalle (21) (22) e (23) h 8 . . . . ' ' c e ' (l)n, e $ 
d1ffenscono solo per tenmni costanti nel tempo e che di c 1 . , onseguenza a costanza di uno implica la 

costanza degli altri due. 

Riassumendo, l'introduzione di un · 1 · h" • . ' . premiO a TISC IO COStante nel tempo, accoppiata alle ipotesi di 

lognorrnalJta e dJ omoschedasticità dei tassi rende possibil l . . , e recuperare a coerenza tra le tre 

versiOni della TA in quanto, sotto le ipotesi fatte, gli effetti della disuguag!I.anza d" J . I ensen sono 
costanti nel tempo. 

CONCLUSIONI 

Nel presente lavoro abbiamo innanzimtto esaminato i fo d f . . . . . n amen 1 matematico-finanziari della T A al 

fine di chiarire la versione della T A che è comunemente . . oggetto di verifica empirica e di 

conseguenza la tipologia di serie storiche che è corretto utilizzare nei test empirici. 

Specificamente, poiché tali test vengono effettuati sotto forma di . . l" . regressJOni mearJ, la versione in 

oggetto è quella logaritrnica e le serie t · h d . s onc e evono coerentemente esser relative ad intensità d" 
Interesse. 

1 

In secondo luogo abbiamo analizzato la coerenza tra le . diverse versioni della teoria TA per 

concludere che sussiste soltanto in presenza di un pr . 1 . hi . . . emw a nsc o non nullo e costante. In 

particolare abbiamo dimostrato che se i tassi di interesse sono Jognormali e omosch d t" . l 
· · d e as ICI, e tre 

versiOni ella TA considerate nel presente lavoro sono tra loro coerenti. 

Il 
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APPENDICE l. 

Al. l-Dimostrazione delle espressioni: (13) e (14). 

Sapendo che per una variabile casuale con distribuzione lognormale vale la seguente (cfr. ad es. 

Mood et al. (1991)): 

log E( x)= E [log(x)] + Y2 Var [log(x)], 

e ipotizzando che i fattori d'interesse, (l+r), e di rendimento, (l+H), siano omoschedastici e 

lognormali, prendendo i logaritmi della (lO') si ha: 

y(t,t+ l) = E,[h,(t,t+ l)]+ 112 V ar [h,(t,t+ 1)], 

dove: y(t,t+ l )=log[l +r(t,t+ l)], 

h,( t, t+ l)=log[l +H,( t, t+ 1)], 

da cui si ottiene facilmente la (13). 

Lo holding period return, ovvero il tasso di rendimento che si ottiene detenendo per un periodo un 

titolo a cedola nulla con scadenza n-periodale,è definito come segue: 

h,(t,t+l)= n y(t,t+n)-(n-1) y(t+ l,t+n) (A. l) 

Applicando l'operatore valore atteso diventa: 

E, [h,( t, t+ l)]= n y(t,t+n)-(n-1) E, [y(t+ l,t+n)] (A.2) 

mentre applicando alla (Al) l'operatore varianza si ottiene: 

Var[h,(t,t+l)] =(n-l? Var[y(t+l,t+n)] (A.3) 

Sempre sotto l'ipotesi di omoschedasticità e lognormalità dei tassi d'interesse, applicando alla (l l) 

l'operatore logaritmo si ottiene: 
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n y(t,t+n) = y(t,t+1)+(n-1) E, [y(t+l,t+n)]+ (n-1)2/2 Var[y(t+ 1,t+n)], l. 

2. 

dalla quale applicando le (A.2) e (A.3) si ottiene: 3. 

4. 

y(t,t+1) = E,[h,(t,t+1)]-1/2 Var [h,(t,t+1)], 

5. 

da cui si segue la (14). 
6. 

7. 
( 
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