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Introduzione

Uno dei temi principalmente sviluppati all’interno dei corsi di Matematica per Economisti & lo
studio dei sistemi di equazioni differenziali. Questo strumento si rivela di grande utilitd per lo studio
¢ la comprensione di quei processi che, come gran parte dei modelli economici, hanno
caratteristiche dinamiche, cio¢ si evolvono in relazione al tempo.

I risultati di questi sistemi rendono esplicito come una o pitt variabili dipendenti x(t) si muovono al
mutare della variabile indipendente t. Tali soluzioni possono essere rappresentate graficamente per
rendere ancor pit immediata la lettura dei fenomeni che rappresentano.

Una variante dei modelli sopra descritti si ottiene introducendo un’autorita decisionale che tende a
controllare I’evoluzione della dinamica del sistema attraverso I’introduzione di una variabile
strumentale.

Questa diversa contestualizzazione dei fenomeni prende il nome di Teoria del Controllo ed &
applicabile in tutti quei problemi evolutivi dove sia possibile controllare cio che avviene alle
varlabili di stato col trascorrere del tempo.

Da un punto di vista formale il sistema di equazioni differenziali (la dinamica) si arricchisce di una
variabile aggiuntiva u(t) che ne permette il controllo e di una funzione obiettivo che stabilisce i
criteri di preferenza usati dal decisore.

Una ulteriore complessificazione del modello prevede che i controllori siano due anziché uno e che
ognuno tenda a massimizzare le sue preferenze, in competizione con 1’altro decisore. La soluzione
di un problema con tali caratteristiche sara quindi risultato di una mediazione tra le parti piuttosto
che frutto delle decisioni di un singolo controllore.

Un modello di questa natura rientra nella Teoria dei Giochi (dinamici non cooperativi) che ha come
scopo la ricerca di una soluzione di equilibrio tra le parti attive.

In questo senso si puo pensare alla Teoria del Controllo come caso particolare di Teoria dei Giochi,
ovvero come gioco avente un solo centro decisionale.

La Teoria dei Giochi ha caratteristiche formali e risolutive molto differenti tra loro a seconda del
numero dei giocatori, della possibile simmetria tra essi, della struttura delle loro informazioni, della
loro volonta di collaborazione e del fatto che il gioco puo svolgersi in un solo periodo o in un
orizzonte temporale pilt ampio.

In questo lavoro verranno presi in esame soltanto giochi dinamici non cooperativi.

Nonostante la grande utilita dei modelli in questione, lo studente che voglia applicare i concetti
formali contenuti in un corso universitario su Sistemi di Equazioni Differenziali, Teoria del
Controllo e Teoria dei Giochi si scontra molto presto con la difficolta relativa al calcolo delle
soluzion: dei modelli di questa natura. La stessa cosa avviene per quegli studiosi di discipline
economiche o aziendali che vogliano ricavare soluzioni e simulazioni da problemi formalizzati
secondo quegli schemi.

Da questa riflessione nasce I’idea di costruire una serie di programmi informatici che, attraverso
un’interfaccia amichevole, diano la possibilita di ricavare facilmente soluzioni e grafici dei modelli
studiati.

Questo lavoro contiene, oltre a programmi di simulazione, tutte le routine necessarie ad esercitare,
in modo progressivo, le tecniche studiate in un corso di Matematica per Economisti.

Vuole dunque essere strumento didattico che consenta di verificare e confrontare, passo per passo, i
risultati ottenibili in modo tradizionale e contemporaneamente strumento di lavoro flessibile e
potente per ricercatori e studiosi che si occupino di Teoria del Controllo e Teoria dei Giochi.

Tutti 1 programmi sono scritti in ambiente Matlab e quindi adatti ad essere implementati su
piattaforme differenti (Unix, Macintosh, Windows) e sono visibili dall’utente con la tecnica



dell’ipertesto affinché sia possibile la modifica dei dati, lo studio e I’eventuale modifica dei listati
da parte degli utenti pitt esperti.

I menu grafico che raccoglie tutte le possibili opzioni del programma ¢ invece costruito in VBA,
linguaggio di programmazione ad oggetti di ultima generazione, che consente ampie possibilita
grafiche in termini di comandi e impaginazione.

Nel proseguo di queste pagine verra mostrato ’utilizzo e il contenuto dei programmi utilizzati,
divisi per argomento. Per ogni possibile formalizzazione (Sistemi di Equazioni Differenziali, Teoria
del Controllo e Teoria dei Giochi ) verranno ricavate le soluzioni dello stesso modello economico
(modello di Goodwin), complicato nelle varie fasi dall’introduzione di una o due autorita

decisionali.
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SEZIONE 1
Sistemi di equazioni differenziali:

st intendono problemi rappresentati con la notazione di tipo:
X @W)=A4-x(t)+B-u(t) ()

dx
dove  x(t)=—
(®) =

Se 1l termine B u(?) di (1) non compare il sistema si dice omogeneo.
Se il coefficiente 4 del sistema (1) ¢ una matrice il sistema pud essere riscritto nella seguente

forma:

x()=a.wx(t)yta,x()+ auxl(t)f ‘ .a,,,x,(t)
X% (1) = aux,(t) Tayx,(t)+ a23xz(t)+‘ - a,x,(t)
X%(1) = aux,(t) T a,x,(t)+ agjx,(t)f . 'as,,xg(t)

xn (t) = Clul-xn(t) + aann(t) + aann(t).*‘ amrxu(t)

Questi sistemi ammettono sicuramente una soluzione banale o nulla, ma possono averne altre.
Ricordando che un’equazione differenziale del tipo

y () tayx)=0

ha come soluzione un’espressione del tipo

y)=AdeM

la soluzione del sistema sara il vettore di soluzioni (2) :

) (1) = E(De A

La ricerca delle soluzioni del sistema (1) con una struttura di tipo (2) equivale alla ricerca di
autovalori e autovettori della matrice 4-A/ (trasformazione di A ). Le soluzioni del sistema

saranno percio:

x() () = E(We ALK
x(2) (1) = £ (e AN
x(3) (t) = 5(3)6 AG)

0 (1) = & AN
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dove & (i) coni=1, 2...n sono gli autovettori corrispondenti agli autovalori K], ?xz, K3... A
n

Le soluzioni di un sistema di equazioni differenziali omogeneo che ammetta soluzioni non nulle
sono infinite in quanto, trovata una soluzione associata ad un autovalore, se ne possono ricavare
infinite altre moltiplicando quella prima espressione per un qualsiasi numero reale, cioé

assegnando valori reali arbitrari alla componente che compare nella espressione generale. Inoltre
la combinazione lineare di soluzioni linearmente indipendenti ¢ ancora soluzione del sistema.

Ovvero, dato il sistema (1):
X (t)=A-x(t)+ B-u(t)
e date le soluzioni indipendenti x(1) (t) e x(2) (1), la loro combinazione lineare
¢ x(1) (t) + czx(z) (1)
¢ ancora soluzione del sistema. La soluzione (3)
x(t) =c, x(V @)+ c,x(?) (1)
¢ detta soluzione generale del sistema (1). Se poi ¢ dato un vettore di condizioni iniziali
X (t) =x,
allora esiste ed & unica la soluzione del sistema che verifica la condizione iniziale data.
La matrice partiziénata:
X =/[x()@:x2 )]

¢ detta Matrice Fortdamentale delle soluzioni di un sistema di equazioni differenziali. Viene invece
definita come Matrice di Transizione la matrice:

Bt 1) =X 1) X (1)

essendo, dalla (3)

x(t)=X()c e anche x(ty) =X(ty) c

la soluzione generale del sistema pud essere quindi riscritta come:

X(1) =91 1) x (1)

Per una descrizione esauriente delle soluzioni dei sistemi di equazioni differenziali si veda [ 1].
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Il procedimento per Ia risoluzione dei sistemi di equazioni differenziali lineari omogenei
consiste dunque dei seguenti passaggi logici:

1. Rappresentazione del sistema in forma matriciale ed individuazione della matrice dei
coefficientt A

2. Calcolo degli autovalori della matrice A — Al (valori che annullano il determinante della
trasformazione della matrice dei coefficienti).

3. Sostituzione degli autovalori nella matrice e calcolo degli autovettori di A — Al

4. Individuazione dei vettori soluzione (dati dalla moltiplicazione degli autovettori per e () ¢
della Matrice Fondamentale delle soluzioni X (7).

5. Calcolo della matrice fondamentale al tempo iniziale X (7,) ¢ della sua inversa X -/ (%)

6. Calcolo della Matrice di Transizione ¢ (¢, t)) = X (1) X/ (t,) e dell’espressione dell’integrale

generale del sistema
7. Calcolo dell’eventuale soluzione particolare del sistema dato un vettore di condizioni iniziali

xX(t) =gt 1) x(1ty

PROGRAMMA DI SIMULAZIONE

Figura 1
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Nel primi due punti (file) riportati dall’interfaccia del programma di simulazione (Fig. 1) oggetto di
questo lavoro, vengono eseguiti tutti i passaggi precedentemente elencati, oltre al grafico della
soluzione particolare del sistema, avvenuto I’inserimento del vettore di condizioni iniziali. A
seconda delle caratteristiche del sistema, potranno essere utilizzati i programmi che ricavano la
soluzione simbolica o, nel caso di sistemi non omogenei o non lineari, la soluzione numerica. Piu
precisamente i file eseguono:

* Auto.m: permette I’inserimento della matrice A dei coefficienti, come dato di partenza del
sistema da risolvere scritto in forma matriciale e ne calcola autovalori e autovettori (la sintassi e
quella del calcolo numerico, che differisce dal calcolo simbolico usato successivamente)

e Fondsym.m: calcola autovalori e autovettori di una matrice dei coefficienti A di un sistema di
equazioni differenziali lineari omogeneo in forma simbolica, i vettori soluzione, la Matrice
Fondamentale delle soluzioni, la Matrice di Transizione, I’integrale generale del sistema e,
inserite durante lo svolgimento della procedura le condizioni iniziali, la soluzione particolare in
funzione di t. Ricavate le soluzioni e definito I” intervallo di tempo, il programma costruisce il
grafico dell’andamento delle soluzioni nel tempo e nel piano delle fasi.

¢ Symbol.m: come il programma precedente calcola la soluzione particolare di un sistema di
equazioni differenziali lineari omogeneo in forma simbolica, date le condizioni iniziali e
costruisce il grafico dell’andamento delle soluzioni nel tempo e nel piano delle fasi. La
differenza rispetto alla routine Fondsym € che in questo caso vengono usate funzioni
precostituite di Matlab (Dsolve) per la soluzione dei sistemi di equazioni differenziali, senza la
possibilita di controllare i risultati intermedi.

* Numeric: permette di risolvere numericamente sistemi di equazioni differenziali non omogenei
e non lineari e costruisce il grafico dei risultati.

I nomi deit file e le brevi descrizioni ad essi associate, consentono di richiamare con la tecnica
dell’ipertesto il contenuto dei file corrispondenti, prima della loro esecuzione, per una maggior
comprensione o modifica dell’impostazione del problema e dei dati.

I tre pulsanti di comando presenti a fianco degli ultimi nomi di file consentono invece di avviare le

procedure di soluzione del modello in analisi.

Per maggiori informazioni sui file, consultare gli esempi e i listati dei programmi in appendice a
questa sezione.
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ESEMPIO DI UTILIZZO DEI PROGRAMMI
1. Fondsym.m
Autovalort di A=[1 1;4 1];

L1=-1
L2=3

Matrice Fondamentale
M:

[ exp(-t), exp(3*t)]

[ -2*exp(-t), 2*exp(3*t)]

F ¢ la matrice fondamentale M al tempo t0, FO la sua inversa

0.5000 -0.2500
0.5000 0.2500

matrice di transizione
Fl=

[1/2*%exp(-t)+1/2*exp(3*t), -1/4*exp(-t)+1/4*exp(3*t)]
[ -exp(-t)+exp(3*t), 1/2%exp(-t)+1/2*exp(3*t)]

vuoi ricavare una soluzione particolare? (s/n) s
inserisci x1(0) =5

inserisci Xx2(0) =6

S =

[ exp(-t)+4*exp(3*t)]

[-2*exp(-t)+8*exp(3*t)]

xl =

exp(-t)+4*exp(3*t)
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X2 =

-2*exp(-t)+8*exp(3*t)

soluzione x1 rispetto at soluzione x2 rispetto a t
12 : : 20 . .

10t
15}

10}

0 0.1 02 0.3 0 0.1 0.2 0.3

piano delle fasi

20

15+

10+

Figura 2
2. Symbol:m
X =

exp(-t)+4*exp(3*t)

y:

-2%exp(-t)+8*exp(3*t)

Il gratfico ¢ ovviamente identico a quello riportato in Figura 2 (il sistema studiato ¢ lo stesso) e
pertanto viene omesso
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3. Numeric.m : quest’ultimo programma ci consente di studiare il modello del ciclo economico di
Goodwin, che verra analizzato in questa sezione come sistema di equazioni differenziali e nelle
sezioni successive come modello per I'applicazione della teoria del controllo e della teoria dei
giochi . Il sistema studiato assume I’espressione

function xprim =tutto (t,x)
xprim(1)= (1/3-(0.04)-x(2)/3)*x(1);
xprim(2)= (0.5*x(1)-1.04)*x(2),

per la quale si rimanda a [ 2 | e, in questa prima fase, non contiene alcuna variabile di controllo.
1l grafico delle soluzioni ricavate per punti (dalla routine Numeric) ¢ dunque :

soluziont x1 e x2 rAspetto a t piano delle fasi x1 e x2
4 : 5 .
3t 4
3t
2+
21
J
1 1 1l
0 : 0
0 20 40 60 80 100 0 6

Bibligrafia relativa alla prima sezione

(11 Boyce W. E. and Di Prima R.C.. Elementary differential equations and boundary value problems, John Wiley &

Sons, New York, 1986
[2] Goodwin R.. A Growth Cycle, in Feinstein C.H. Socialism, Capitalism and Economic Growth. essays presented to

Maurice Dobb. Cambridge University Press. cambridge, 1967
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SEZIONE 2

Teoria del controllo ottimo:

Un problema puo essere inserito in un modello di studio di Teoria del controllo se €
rappresentabile da una struttura matematica del tipo:

X (@O)=f(0),u()) @

In questo modello x(2) & il vettore degli stati del sistema e ne costituisce la variabile endogena,

mentre u(t) rappresenta il vettore dei controlli (o delle decisioni) ed ¢ variabile esogena, in quanto
utilizzato per intervenire sulla dinamica del sistema. Se, ad esempio, x(?) rappresenta la traiettoria
di un aereo, la u(z) rappresenta il modello del meccanismo che permette di riportare alla traiettoria

voluta I’aereo che da questa abbia deviato.
In questo lavoro non vengono considerate le forme discrete e stocastiche del modello in esame.

Sull’osservabilita e controllabilita di un sistema si vedano [ 1] e [ 2]
Oltre alla dinamica, un modello di T.d.C comprende una Funzione Obiettivo (o di preferenza),

espressa nella forma

J = [g(e(e),u(e))de + G x(T)] @

Si definisce problema di Controllo Ottimo la ricerca di quel vettore di funzioni u*(z), che
minimizza o massimizza, a seconda del tipo di problema, la funzione obiettivo J ¢, nello stesso
tempo, soddisfa il vincolo della dinamica del sistema.

I1 procedimento adottato per ricavare la soluzione di un problema di questo tipo ¢ analogo a
quello della ricerca di un massimo o minimo vincolato di una funzione a due variabili, che puo

essere riassunta nel modo seguente:
Data la funzione a due variabili

z=f(xy)

col vincolo

gxy) =0

la ricerca di un punto di massimo o minimo che soddisfi il vincolo, equivale alla ricerca del
massimo o minimo della Funzione Lagrangiana cosi definita:

LxyA) =fxy) +A g (xy)

dove A ¢ il moltiplicatore e parametro di Lagrange. Per determinare i punti in cui L (x,y,A) ha
massimi o minimi, si cercano i valori di x,y,A che rendono nulle le tre derivate parziali della
funzione Lagrangiana, cio¢ che soddisfano il sistema:
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dL
~Z=0
dx
d L
~Z =0
dy
drlL
=0
d A

Risolvendo questo sistema rispetto ax, y e 4, si ottengono 1 valori della funzione che la
massimizzano ( 0 minimizzano), sotto il vincolo dato.

Analogamente si procede nella risoluzione dei problemi di controllo ottimo, attraverso
I’introduzione della Funzione Hamiltoniana, cosi definita:

Hxup) =g xu +p' f(xu

dove g(x,u) ¢ la funzione integranda della funzione obiettivo J e f (x,u) il secondo membro della
dinamica del sistema, moltiplicata per il vettore di variabili aggiuntive ( o di costato) p(?) .

Le stesse condizioni utilizzate nel caso (statico) della Lagrangiana, vengono applicate per la ricerca
delle soluzioni del problema di massimo o minimo vincolato nel caso (dinamico) della funzione
Hamiltoniana. Tali condizioni sono note come Principio del minimo di Pontryagin.

dH
p=—-—— concondizione p(T)= dG1x(1)] ()
dx dx(T)
3 i =0 4)
du
dH
X = con condizione x(to0) = xo (5)
dp

Da tale sistema si ricava il vettore dei controlli ottimi u*(z), la corrispondente traiettoria ottima del
vettore dei moltiplicatori p*(?) e delle variabili di stato x*(%).



Teoria del controllo 10

Il procedimento per la risoluzione di un problema di controllo ottimo consiste dunque dei
seguenti passaggi logici:

1. Dato il sistema e la funzione obiettivo, si ricava la funzione Hamiltoniana per la ricerca delle
soluzioni ottime

2. Sideriva H rispetto a u e si risolve 1’equazione ottenuta rispetto a u ottenendo u*

3. Sideriva H rispetto a x si sostituisce a u la sua espressione ottima u*, precedentemente
calcolata, ricavando in questo modo il vettore ottimo p*

4. Sideriva H rispetto a p (riottenendo I’espressione del sistema dato) e si sostituiscono leu e le p
con le corrispondenti espressioni ottime u* e p*

In realta, ricavate le espressioni dei controlli ottimi u*, queste vengono sostituite in 3) € 5),
ottenendo cosi un sistema di equazioni differenziali di m equazioni in p ed n equazioni in x.

Nel caso in cui 1l sistema ricavato di m+n equazioni differenziali sia lineare, sara possibile ottenere,
note le condizioni iniziali della 3) e finali della 5), la soluzione con le tecniche descritte al capitolo
precedente.

Nel caso in cui invece compaiano al secondo membro del sistema termini incrociati, non sara
possibile ricavare la soluzione formale del sistema ed possibile ottenere unicamente una soluzione
approssimata per punti. Questo procedimento € quello utilizzato dal programma di simulazione in
esame.

PROGRAMMA DI SIMULAZIONE

Figura 2
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Il programma di simulazione rende possibile la soluzione numerica e il grafico delle soluzioni di un
problema di controllo ottimo espresso in forma simbolica ed & suddiviso in tre fasi (files) distinte

(fig.2).

e Hamilste.m : vengono inseriti il sistema e la funzione obiettivo che caratterizzano il problema in
esame. La parte successiva del programma permette di costruire la funzione Hamiltoniana, le
sue derivate parziali rispetto a u, X e p, e ricavare in forma simbolica le equazioni del sistema

Hamiltoniano.
e Ham.m: converte le equazioni differenziali contenute nel sistema Hamiltoniano in espressioni

numeriche.
e Hamplot.m : risolve per punti il sistema contenuto al file precedente (Ham) e costruisce i grafici

delle soluzioni.

L’utente pud modificare i dati contenuti nel primo file (dinamica del sistema e funzione obiettivo)
e/o quelli del terzo (intervallo di tempo e condizioni iniziali), editabili con la consueta tecnica

dell’ipertesto.
L’unico pulsante di comando presente nella videata del programma consente viceversa di avviare la

simulazione con 1 dati di default.

Per maggiori informazioni sui file, consultare i listati dei programmi e gli esempi in appendice a
questa sezione.
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ESEMPIO DI UTILIZZO DEI PROGRAMMI

L’unico pulsante di comando presente su questo argomento, consente di risolvere in modo
sequenziale tutte le fasi del problema precedentemente descritte. Il modello studiato € una variante
del modello di Goodwin, gia presentato nella sezione dedicata allo studio dei sistemi di equazioni
differenziali. In questa versione, ad una dinamica modificata dall’inserimento di una variabile di
controllo, viene inserita la funzione obiettivo che il decisore tende ad ottimizzare. Le equazioni del
modello sono quelle elencate precedentemente e cioe:

dinamica del sistema:
x="-1/3*u2*x2+0.04'
y="ul*x1-1/2'

funzione obiettivo:
J="1/2*%(x1*ul"2+x2%u2"2)'

[ risultati ottenuti avviando la simulazione sono i seguenti:
X ==

-1/3*u2*x2+0.04

y:

ul*x1-1/2

J=

1/2%(x 1 *ulA2+x2*%u2"2)

H=

(-.333333*u2*x2+4.0e-2)*p1+(ul *x1-.500000)*p2+.500000*x 1 *ul"2+.500000*x2*u2"2

ul =

(-1.%p2)

u2 =
(.3333330000000000*p1)
pl=

:500000%x(2)"2



P
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p2=

5.555544444450000e-2%x(1)"2

x1 =

- 333333*%(.3333330000000000%x(1))*x(4)+4.0e-2

X2 =

(-1.%x(2))*x(3)-.500000

variabili di costato rispetto a t dinamica rispetto a t
0.15 . . —— 2 .
—
0.1 }—"" 0 b e
0.05¢
-2
Ok
0.05| i
-0.1 : : : -8 :
0 2 4 6 8 10 0 5 10
piano delie fasi x1 e x2 piano delle fasi p1 e p2
2 ; - . . -0.09 , .
ol -0.092 ¢
-0.094 ¢
21
-0.0986 ¢
4 -0.098 ¢
-6 -0.1
0 02 04 06 038 1 0.1 0.12 0.14 0.16

Bibligrafia relativa alla seconda sezione

(' Kalman. R E.. Contribution to the theory of optimal control. Boletin de la Sociedad Matematica Mexicana, 5:102-19.
1960

L2 Petit. ML, Control theory and dynamic games in economic policy analisys, Cambridge University Press,
Melabourne. 1990
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SEZIONE 3

Teoria dei giochi (dinamici non cooperativi):

E’ possibile considerare un problema di Teoria dei giochi come I’evoluzione ad n centri
decisionali di un problema di Teoria del controllo. Cosi come nella Teoria del controllo vengono
inserite una variabile aggiuntiva nella dinamica del sistema ed una funzione obiettivo che il
decisore cerca di ottimizzare, in questo caso verranno inserite nel sistema n variabili aggiuntive
ed n funzioni obiettivo in relazione al numero n dei giocatori. Nel caso di un gioco a due
giocatori, il modello ¢ rappresentabile da una struttura matematica del tipo:

% ()= fx(),uxt) ,uxt)) (1)

con le due funzioni obiettivo:

Ji= ﬁgl(x(z),ul(z) ()t + G x(T)]

Jo= féz(x(t),m(t) Jua()dt+ Gl x(T)]

La soluzione di un gioco di questa natura pud essere differente in relazione alla propensione dei
giocatori alla collaborazione e alla struttura delle informazioni in loro possesso.

In questo caso, come gia citato, ci si occupera di soluzioni di tipo Nash, cio¢ di soluzioni dove
non esista la volonta o la possibilita di collaborazione tra i giocatori. Per una esauriente
descrizione dei giochi dinamici non cooperativisi veda[1]e[2].

Un equilibrio di Nash ¢ definito da un vettore di controlli (strategie, decisioni)

u*(t) = (u*,(1),u*y(1))

tale per cui |

Jy (¥ (1), u*y(1) <J; () (), u*y(1)
j_, (W™ (1), u*y(1)) <J, (u*,(1),uy(1))

dove il primo giocatore ha il suo miglior risultato in corrispondenza di u* (t), qualora il secondo

tenga costante la sua strategia u*,(t) e viceversa.

In questa situazione ogni giocatore , supponendo che I’altro continui a giocare la strategia u™(t) ,
non ha interesse a cambiare per non peggiorare il proprio risultato. La soluzione di Nash funziona
come deterrente dal modificare unilateralmente la propria strategia ed € pertanto la soluzione piu
appropriata nei casi di simmetria e contemporaneita nella posizione ¢ nella struttura delle
informazioni dei giocatori.

11 calcolo della soluzione di Nash comporta, come per i problemi di controllo ottimo,
’identificazione della funzione Hamiltoniana e 1’elaborazione del sistema hamiltoniano, calcolato
per ognuno dei due giocatori. In un gioco le funzioni Hamiltoniane e le regole di derivazione del
principio di Pontryagin assumo la forma:
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H; (x, uy uy, ,py) = g (x, uy,up) +p; " f(x uy,u,,)

d H:
pi=-— con condizione p(T) = d61x(D)
dx dx(T)
d H;
hadiulapnys
d u
dHi
X =— con condizione x(to) = xo
dpi

e danno vita ad un sistema di equazioni differenziali in p; e x. Nel caso di due giocatori (1=2) il
sistema presenta due equazioni per il calcolo delle variabili aggiuntive del primo giocatore, due per
quelle del secondo e le due che compongono la dinamica del sistema.

Come per il caso del controllo ottimo, anche nella Teoria dei giochi si ricava da tale sistema il
vettore dei controlli ottimi u*(t), la corrispondente traiettoria ottima del vettore de1 moltiplicatori

p*(t) e delle variabili di stato x*(t).
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Il procedimento per la risoluzione di un gioco dinamico non cooperativo a due giocatori
consiste dunque dei seguenti passaggi logici:

1. Dato il sistema e la funzione obiettivo, si ricavano le funzioni Hamiltoniane (una per ogni
giocatore) per la ricerca delle soluzioni ottime

2. Sideriva H, rispetto a u, e si risolve ’equazione ottenuta rispetto a u, ottenendo u,*

3. Sideriva H, rispetto a u, e si risolve 1’equazione ottenuta rispetto a u, ottenendo u,*

4. Sideriva H, rispetto a x si sostituisce a u, e u, la relativa espressione ottima u;* e u,*,
precedentemente calcolata, ricavando in questo modo il vettore ottimo p;*

5. Sideriva H, rispetto a x si sostituisce a u, e u, la relativa espressione ottima u;* e u,*,
precedentemente calcolata, ricavando in questo modo il vettore ottimo p,*

6. Sideriva H rispetto a p (riottenendo ’espressione del sistema dato) e si sostituiscono leu e le p
con le corrispondenti espressioni ottime u* e p*. (E’ indifferente derivare A, rispetto a p, o A,
rispetto a p,, in quanto entrambe restituiscono la dinamica del sistema.

Dal punto di vista del procedimento di calcolo, vale il discorso gia fatto a proposito del controllo
ottimo. Il sistema di equazioni differenziali di m equazioni in p ed n equazioni in X che si ottiene
sostituendo Ie espressioni dei controili ottimi u*, ¢ risolvibile simbolicamente soltanto se il sistema

¢ lineare.
In caso contrario ’unica soluzione possibile & quella numerica, assegnate le condizioni iniziali del

sistema e I’intervallo per il calcolo delle soluzioni. Questo procedimento ¢ quello utilizzato dal
programma di simulazione in esame.

PROGRAMMA DI SIMULAZIONE

Figura 3
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Il programma di simulazione rende possibile la soluzione numerica e il grafico delle soluzioni di un
problema di gioco dinamico non cooperativo (a due giocatori) espresso in forma simbolica ed ¢
suddiviso in tre fasi (files) distinte (fig.3).

e Giocste.m : vengono inseriti il sistema e le funzioni obiettivo che caratterizzano il problema in
esame. La parte successiva del programma permette di costruire le funzioni Hamiltoniane dei
due giocatori, le rispettive derivate parziali rispetto a u; e u,, X, € X, € p e ricava in forma
simbolica le sei equazioni del sistema Hamiltoniano.

e Gioc.m: converte le equazioni differenziali contenute nel sistema Hamiltoniano in espressioni
numeriche.

e Gioclot.m : risolve per punti il sistema contenuto al file precedente (Ham) e costruisce i grafici
delle soluzioni.

L’utente pud modificare i dati contenuti nel primo file (dinamica del sistema e funzioni obiettivo)
e/o quelli del terzo (intervallo di tempo e condizioni iniziali), editabili con la consueta tecnica

dell’ipertesto.
L’unico pulsante di comando presente nella videata del programma consente viceversa di avviare la

simulazione con 1 dati di default.

Per maggiori informazioni sui file, consultare i listati dei programmi e gl esempi in appendice a
questa sezione.
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ESEMPIO DI UTILIZZO DEI PROGRAMMI

L’unico pulsante di comando presente su questo argomento, consente di risolvere in modo
sequenziale tutte le fasi del problema precedentemente descritte. Il problema analizzato & ancora
una volta il modello di Goodwin, nella versione di gioco differenziale [ 3 ]. Non & negli obiettivi di

questo lavoro ripercorrere le numerose soluzioni possibili gia ampiamente discusse nella letteratura

su questo argomento, quanto piuttosto evidenziare come, con lo stesso strumento informatico, sia
possibile effettuare simulazioni all’interno della stessa logica risolutiva o anche variando la natura
del problema in esame. Un esempio della flessibilita di questo programma & dato dalla possibilita
di confrontare lo stesso modello economico come semplice sistema dinamico (vedi sezione 1) o
immerso in un contesto di controllo ottimo (vedi sezione 2) o teoria dei giochi. Le equazioni della

dinamica del sistema e le funzioni obiettivo sono quelle studiate da Ricci [ 4 ] e presentate nel listato

del file giocste.m:

% dinamica del sistema
x='-1/3*u2*x2+0.04'
y=ul*x1-0.076'

% funzioni obiettivo
JI="1/2*%(x1*(0.72-ul )"2+x2*(1-u2)"2)'
J2="1/2*%(x1*(0.62-ul)"2+x2*(0.7-u2)"2)'

I risultat: ottenuti avviando la simulazione sono i seguenti:

X =

-1/3*u2*x2-+0.04

y:

ul*x1-0.076

1=

1/2%(x1%(0.72-ul ) 2+x2*(1-u2)"2)

2=

1/2%#(x1#(0.62-ul ) 2+x2*(0.7-u2)"2)

H=

(-.333333%u2%x2+4.0e-2)*p 1 +(ul *x 1-7.6-2)*p2+.500000%x 1 *(.72-1.*u1 )*2+.500000*x2*(1 .-

1.*u2)"2
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K=

(-.333333%u2*x2+4.0e-2)*p3+(u1*x1-7.66-2)*pd+.500000%x 1 *(.62-1.*u1)*2+.500000%x2*(.7-
1.¥u2)"2

ul =

(-1.*(x1*p2-.7200000000000000*x1)/x1)

u2 =
(-1.%(-.3333330000000000*x2*p3-.7000000000000000*x2)/x2)
pl=

(-1.%(x1#p2-.7200000000000000%x 1 )/x1)*p2+.500000%(.72-1.*(-1.*(x 1 *p2-
.7200000000000000%x1)/x1))"2

p2=

-.333333%*(-1.%(-.3333330000000000*x2*p3-.7000000000000000*x2)/x2)*p1+.500000%*(1.-1.*(-
1.%(-.3333330000000000*x2*p3-.7000000000000000*x2)/x2))"2

p3=

(-1.%(x1*p2-.7200000000000000%x 1)/x 1 y*p4+.500000%(.62-1.%(-1.*(x1*p2-
.7200000000000000%x1)/x1))"2

p4 =

-.333333*(-1.%(-.3333330000000000%x2*p3-.7000000000000000*x2)/x2)*p3+.500000%(.7-1.%(-
1.*(-.3333330000000000*x2*p3-.7000000000000000*x2)/x2))"2

x1 =

-.333333*(-1.%(-.3333330000000000*x(6)*x(3)-.7000000000000000*x(6))/x(6)) *x(6)+4.0e-2

X2 =

(-1.%(x(5)*x(2)-.7200000000000000%x(5))/x(5))*x(5)-7.6€-2
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variabili di costato rispetto a t dinamica rispetto a t (x1 e x2 nel tempo
1.5 . . . 4 . . .
1 / 5|
if:
0 »w\v/\g/\‘/\/X/ /\/ \ \/
21 )
-1 . . : -4 : :
) 50 100 150 200 0 S0 100 150 200
tempo tempo
piano delle fasi x1 e x2 piano delle fasi u,v
4 10 : . .
ol 8
6|
~ 0 >
41
21 5l
-4 : 0
-2 -1 0 1 2 0
x1 u
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APPENDICE ALLA SEZIONE 1

Routine utilizzate nella sezione relativa ai sistemi di equazioni differenziali

1. Auto.m

% Scopo di questo programma ¢ di calcolare

% autovettori e autovalori di una matrice

% numerica A dichiarata come variabile globale
% per un utilizzo successivo

global A

global eigenvalues

global eigenvectors

A=[21;4 1]

[eigenvectors, eigenvalues]=eig(A)

2. Fondsym.m

% Scopo di questo programma ¢ di calcolare

% la matrice fondamentale M e la matrice di transizione
% FI di un sistema di equazioni differenziali omogeneo.
% la matrice dei coefficienti A ¢ quella dell'esercizio

% di pag 7 della dispensa del corso di matematica per
% economisti ma puo essere modificata a piacere.

% Inserendo un vettore di condizioni iniziali

% ¢ possibile ricavare una sol. particolare

global eigenvectors
global eigenvalues

A=[11;4 1]; % cambia qui i coefficienti

[V.E]=eigensys(A);
Ll=sym(E,1,1)

L2=sym(E,2,1)
espl=symmul(L1,'t");
esp2=symmul(L2,'t");
M=symmul(V,'exp(esp));
ml=strrep(sym(M,1,1),'esp',espl);
m2=strrep(sym(M,2,1),'esp’,espl);
m3=strrep(sym(M,1,2),'esp',esp2);
m4=strrep(sym(M,2,2),'esp',esp2);
M = sym(M,1,1,m1);

M =sym(M,2,1,m2);,

M = sym(M,1,2,m3);

M =sym(M,2,2,m4)
ml=sym(M,1,1);
m2=sym(M,1,2);
m3=sym(M,2,1);
m4=sym(M,2,2);

=0;

21



Appendice: listati dei programmi

ml=eval(m1l);

m2=eval(m2);

m3=eval(m3);

mdé=eval(m4);

%calcolo della fondamentale in t0 e della sua inversa
'F ¢ la matrice fondamentale al tempo t0'

F=[m1 m2;m3 m4]

FO=inv(F)

'matrice di transizione'
FI=symmul(M,FO0)

% inserisci le condizioni iniziali

r=input('vuoi ricavare una soluzione particolare? (s/n) ','s");

if r=="¢g'

x1=input(‘inserisci x1(0) =");

x2=input('inserisci x2(0) =");

X=[x1;x2];

S=symmul(FL,X)

sl=sym(S,1,1)

s2=sym(S,2,1)

=0:0.01:0.3;

s2=eval(s2);

sl=eval(sl);

subplot(2,2,1);

plot(t,s1);title('soluzione x1 rispetto a t');

subplot(2,2,2);

plot(t,s2);title('soluzione x2 rispetto a t');

subplot(2,2,3);

plot(s1,s2);title('piano delle fasi');

set(gcef,'position’,[1 1 900 900])
set(gcf,'name’,'Dott.Stefano Bordoni')
set(gef,'NumberTitle','off")

end

3. Symbol.m

% Lo scopo di questo programma ¢ di risolvere

% un sistema di equazioni differenziali simboliche
% con il comando dsolve. Se vengono inserite le
% condizioni iniziali e un intervallo di tempo

% ¢ possibile ricavare il grafico delle soluzioni

[x,y] = dsolve('Dx =x +y', 'Dy = 4*x +y',’x(0)=5', 'y(0)=6")
t=0:0.001:0.3;

x1=eval(x);

yl=eval(y);

subplot(2,2,1);

plot(t,x1);title('soluzione x1 rispetto a t');

subplot(2,2,2);

plot(t,y1);title('soluzione x2 rispetto a t');
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subplot(2,2,3);

plot(x1,y1);title('piano delle fast');

set(gef,'position’,[1 1 900 700])
set(gef,'name','Dott.Stefano Bordoni')
set(gef, NumberTitle','off")

4, Numeric.m

function xprim =tutto (t,x)
xprim(1)= (1/3-(0.04)-x(2)/3)*x(1);
xprim(2)= (0.5*x(1)-1.04)*x(2);

% questo programma consente di calcolare e graficare
% le soluzioni del sistema di equazioni differenziali
% non lineare non omogeneo Numeric.

% La sintassi del comando ode23

% consente di modificare l'intervallo di tempo (0,10)
% e la condizioni iniziali

[t,x]=ode23 ('tutto',0,100,[1;1]);

subplot(2,2,1); plot (t,x(:,1),'r',t,x(:,2),'c");

title('soluzioni x1 e x2 rispetto a t')

subplot (2,2,2);plot (x(:,1),x(:,2),'m");

title('piano delle fasi x1 e x2')

hold on ;

[t,x]=ode23 ('good’,0,100,[2;2]);

subplot (2,2,2);plot (x(:,1),x(:,2),'m");

hold on

[t,x]=o0de23 ('good’,0,100,[3;3]);

subplot (2,2,2);plot (x(:,1),x(:,2),'m")

hold on

[t,x]=ode23 ('good',0,100,[3.5;3.5]);

subplot (2,2,2);plot (x(:,1),x(:,2),'m")

set(gcf,'position’,[1 1 900 1000]);
set(gef,'name’,'Dott.Stefano Bordont');
set(gef,'NumberTitle','off');

23



Appendice: listati dei programmi

APPENDICE ALLA SEZIONE 2

Routine utilizzate nella sezione relativa ai problemi di controllo ottimo
1. Hamilste.m

% Scopo di questo programma &

% 1) l'inserimento del sistema di equazioni differenziali
% 2) l'inserimento della funzione obiettivo

% Il calcolo:

% a) della funzione Hamiltoniana

% b) delle sue derivate parziali rispetto ad u,x e p

% c) del sistema Hamiltoniano in forma simbolica

function [x1,x2,p1,p2]=hamilste(t,x)
global p1
global p2
global x1
global x2

% equazioni che compongono il modello:
% dinamica del sistema:

x="-1/3*u2*x2+0.04' % inserisci qui
y="ul*x1-1/2' % le variazioni
%funzione obiettivo: % al sistema e alla

J='172%(x1*ul2+x2*u2"2)" % funzione obiettivo

x1=symmul(x,'p1");
x2=symmul(y,'p2");

Hl=symadd(x1,x2);
H2=symadd(H1,]);
H=vpa(H2,6)

pause
uuno=diff(H,"ul");
ul=solve(uuno,'ul’);
ul={'(;,ul,")’]
udue=diff(H,'u2");
u2=solve(udue,'u2");
u2={'(";,u2,"']
pl=diff(H,'x1")
pl=strrep(pl,'ul’,(ul));
pl=strrep(pl,'u2',(u2))
p2=diff(H,'x2")
p2=strrep(p2,'ul’,(ul));
p2=strrep(p2,'u2',(u2))
x1=diff(H,'p1")
x1=strrep(x1,'ul’,(ul));
x1=strrep(x1,'u2',(u2))
x2=diff(H,'p2")
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x2=strrep(x2,'ul’,(ul));
x2=strrep(x2,'u2',(u2))

pl=strrep(pl,'pl'x(1));
pl=strrep(pl,'p2','x(2)");
pl=strrep(pl,'x1','x(3)');
pl=strrep(pl,'x2".'x(4)");
pl=symmul(p1,-1")

p2=strrep(p2,'pl','x(1)");
p2=strrep(p2,'p2',%x(2)");
p2=strrep(p2,'x1','x(3)");
p2=strrep(p2,'x2','x(4)")
p2=symmul(p2,'-1")
x1=strrep(x1,'pl"'x(1)");
x1=strrep(x1,'p2','x(2)");
x1=strrep(x1,'x1",'x(3)");
x I=strrep(x1,'x2','x(4)")

x2=strrep(x2,'p1','x(1)");
x2=strrep(x2,'p2','x(2)");
x2=strrep(x2,'x1".'x(3)");
x2=strrep(x2,'x2",'x(4)")

2. Ham.m

% questo file crea la funzione ham con

% output xprim e input i vettori p e X

% permette di trasformare il sistema hamiltoniano
% da simbolico a numerico. E' passaggio obbligato
% per il calcolo dei valori da graficare.

function xprim=ham(t,x)
global p1
global p2
global x1
global x2

xprim(1)=eval(pl);
xprim(2)=eval(p2);
xprim(3)=eval(x1);
xprim(4)=eval(x2);

3. Hamplot.m

% questo programma consente di calcolare e graficare
% le soluzioni del sistema di equazioni differenziali
% della funzione ham. La sintassi del comando ode23
% consente di modificare l'intervallo di tempo (0,10)
% e la condizioni iniziali
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global pl
global p2
global x1
global x2
[t,x]=ode23('ham',0,10,[0.1,-0.1,0.1,0.1])

subplot(2,2,1);plot(t,x(:,1),'r",t,x(:,2),'c");
title('variabili di costato rispetto a t')
subplot(2,2,2);plot(t,x(:,3),'r',t,x(:,4),'c");
title('dinamica rispetto a t')
subplot(2,2,3);plot(x(:,3),x(:,4));
title('piano delle fasi x1 e x2')
subplot(2,2,4);plot(x(:,1),x(:,2));
title(piano delle fasi pl e p2');
%figure(gcf)

set(gcf,'position’,[1 1 900 1000]);

set(gef,'name’,'Dott.Stefano Bordoni');

set(gef,'NumberTitle','off');
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APPENDICE ALLA SEZIONE 3

Routine utilizzate nella sezione relativa ai problemi di gioco dinamico non cooperativo
1. Giocste.m

% Scopo di questo programma ¢
% 1) l'inserimento del sistema di equazioni differenziali
% 2) l'inserimento della funzione obiettivo
% 1l calcolo:
% a) della funzione Hamiltoniana
% b) delle sue derivate parziali rispetto ad u,x e p
% c) del sistema Hamiltoniano in forma simbolica

function [x1,x2,p1,p2,p3,p4]=giocste(t,x)

global pl

global p2

global p3

global p4

global x1

global x2

% equazioni che compongono il modello:
% dinamica del sistema
x="-1/3*u2*x2+0.04'

y="ul*x1-0.076'

% funzioni obiettivo
J1="1/2*(x1*(0.72-ul )" 2+x2*(1-u2)"2)'
12="1/2*(x1*(0.62-ul)"2+x2*(0.7-u2)"2)’

x I1=symmul(x,"p1');
x2=symmul(y,'p2');

pause(2)
%J="1/2*(x1*ul"2+x2*u2"2)'

Hl=symadd(x1,x2);
H2=symadd(H1,J1);
H=vpa(H2,6)

x1=symmul(x,'p3');

x2=symmul(y,'p4');

K1=symadd(x1,x2);
K2=symadd(K1,J2);
K=vpa(K2,06)

uuno=diff(H,'ul")
ul=solve(uuno,'ul’);
ul=['(,ul,)]
udue=diff(K,'u2")
u2=solve(udue,u2');
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u2=['(,u2,]
Y%H=symmul(H,'-1");
pl=diff(H,'x1")
pl=strrep(pl,'ul',(ul));
pl=strrep(pl,'u2',(u2))
p2=diff(H,'x2")
p2=strrep(p2,'ul’,(ul));
p2=strrep(p2,'u2',(u2))
% K=symmul(K,'-1");
p3=diff(K,'x1")
p3=strrep(p3,'ul’,(ul));
p3=strrep(p3,'u2',(u2))
p4=diff(K,'x2")
p4=strrep(p4,ul',(ul));
p4=strrep(p4,'u2',(u2))
Y%H=symmul(H,'-1");

Y% K=symmul(K,'-1');
x1=diff(H,'p1")
x1=strrep(x1,'ul',(ul));
x1=strrep(x1,'u2',(u2))
x2=diff(K,'p4")
x2=strrep(x2,'ul’,(ul));
x2=strrep(x2,'u2',(u2))

pl=strrep(pl,'p1','x(1)");
pl=strrep(pl,'p2','x(2)");
pl=strrep(pl,'p3','x(3)");
pl=strrep(pl,'p4','x(4)");
pl=strrep(pl,'x1','x(5)");
pl=strrep(pl,'x2','x(6)")
%pl=symmul(p1,-1")
isstr(pl)
Yopl=strrep(p1,”',")

p2=strrep(p2,'pl','x(1)");
p2=strrep(p2,'p2','x(2)");
p2=strrep(p2,'p3','x(3)");
p2=strrep(p2,'p4','x(4)";
p2=strrep(p2,'x1','x(5)");
p2=strrep(p2,'x2','x(6)");
%p2=symmul(p2,'-1")

%p2=strrep(p2,"™',".")

p3=strrep(p3,'pl',x(1));
p3=strrep(p3,'p2','x(2)");
p3=strrep(p3,'p3','x(3)');
p3=strrep(p3,'p4',’x(4)");
p3=strrep(p3,'x1",'x(5)");
p3=strrep(p3,'x2','x(6)");
%p3=symmul(p3,'-1")

Y%p3=strrep(p3,"”™',".)
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pd=strrep(p4, p1'x(1));
p4=strrep(p4,'p2','x(2)");
p4=strrep(p4,'p3','x(3)");
pa=strrep(p4,'p4','x(4)");
p4=strrep(p4,'x1','x(5)");
pd=strrep(p4,'x2','x(6)');
%p4=symmul(p4,'-1")

Yop4=strrep(p4,'™,". ")

x1=strrep(x1,'pl','x(1)";
x1=strrep(x1,'p2','x(2)");
x1=strrep(x1,'p3",'x(3)");
x1=strrep(x1,'p4','x(4)");
x1=strrep(x1,'x1",'x(5)");
x I=strrep(x1,'x2','x(6)")
Yox 1=strrep(x1,",".);

x2=strrep(x2,'p1,'x(1)");
x2=strrep(x2,'p2','x(2)");
x2=strrep(x2,'p3".'x(3)");
x2=strrep(x2,'p4','x(4)");
x2=strrep(x2,'x1",'x(5)");
x2=strrep(x2,'x2",'x(6)")

2. Gioc.m

% questo file crea la funzione gioc con

% output xprim e input 1 vettori p € X

% permette di trasformare il sistema hamiltoniano
% da simbolico a numerico. E' passaggio obbligato
% per il calcolo dei valori da graficare.

function xprim=gioc(t,x)
global pl

global p2

global p3

global p4

global x1

global x2
xprim(1)=eval(pl);
xprim(2)=eval(p2);
xprim(3)=eval(p3);
xprim(4)=eval(p4);
xprim(5)=eval(x1);
xprim(6)=eval(x2);

3. Giocplot.m

% questo programma consente di calcolare e graficare
% le soluzioni del sistema di equazioni differenziali
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% della funzione gioc. La sintassi del comando ode23
% consente di modificare l'intervallo di tempo (0,200)
% e la condizioni iniziali

global p1

global p2

global p3

global p4

global x1

global x2
[t,x]=ode23('gioc',0,200,[0.1;0.1;0.1;0.1;0.2;0.3]);
Y=(x(:,5:6));

u=exp(-Y);

subplot(2,2,1);plot(t,x(:,1:4));

xlabel('tempo");

title('variabili di costato rispetto a t');
subplot(2,2,2);plot(t,x(:,5),'r,t,x(:,6),'c");
xlabel('tempo');

title("dinamica rispetto a t (x1 e x2 nel tempo');
subplot(2,2,3);plot(x(:,5),x(:,0));

title('piano delle fasi x1 e x2');
xlabel('x1");ylabel('x2');

subplot (2,2,4); plot (u(:,1),u(:,2),'m"); xlabel ('u'); ylabel ('v"); title (‘piano delle fasi u,v')

set(gef,'position’,[1 1 900 1000]);
set(gcf,'name','Dott.Stefano Bordont');
set(gef,'NumberTitle','off');
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