ETMS8

Actas del Octavo Simposio
sobre el Estudio del Trabajo Matematico

Actas ETM8 | Actes ETM8 | Proceedings ETM8

Steven Van Vaerenbergh, Laurent Vivier
Ferdinando Arzarello, Jesus Victoria Flores Salazar, Jorge Gaona Paredes,
Patrick Gibel, Inés M. Gémez-Chacdn, Alain Kuzniak, Michela Maschietto,
Elizabeth Montoya Delgadillo, Assia Nechache, Konstantinos Nikolantonakis,
Rosa Elvira Paez Murillo, Philippe R. Richard, M. Pilar Vélez, Fabienne Venant
(editores)

21-25 de octubre 2024
Castro Urdiales, Esparia

Editorial
Universidad

N\ Cantabria


https://www.editorial.unican.es

Steven Van Vaerenbergh es Profesor Titular de Universidad en el
area de Did4ctica de la Matematica en la Universidad de Canta-
bria. Su investigacion se centra en la formacion del profesorado
de matematicas, la atencién a la diversidad y el uso de entornos
tecnol6gicos para el desarrollo de metodologias de aprendizaje
adaptadas. Ha publicado mas de 40 articulos en revistas cientifi-
cas con revision por pares y ha presentado mas de 60 contribu-
ciones en congresos internacionales. Ha participado en diversos
proyectos de investigacion y transferencia y colabora activamente
en comités cientificos internacionales.

Laurent Vivier es profesor de Didactica de la Matematica en la
Universidad Paris Cité. Doctor en Matematicas por la Universidad
de Tours y con Habilitacion para Dirigir Investigaciones (HDR)
en Didactica de la Matematica, ha desarrollado una intensa ac-
tividad investigadora y de formacién doctoral, dirigiendo diez
tesis doctorales y participando en numerosos tribunales inter-
nacionales. Colabora activamente en proyectos de investigacion
con instituciones de Chile, Canad4a, Espafa, México y Perd. Ha
desempefiado responsabilidades cientificas en multiples con-
gresos internacionales y es editor jefe de la revista Annales de
Didactique et de Sciences Cognitives. Ha realizado aportaciones
a la Teoria de los Espacios de Trabajo Matematico.



Actas / AcTes / PROCEEDINGS

Octavo Simposio soBRE EL EsTubpio DEL TRABAJIO MATEMATICO
Huimime Symposium D’ETupE sur LE TRAvVAIL MATHEMATIQUE

EiGHTH SYmposium ON THE STupy oF MATHEMATICAL WORK



Coleccion Dirunpe #282

CoNsEjo EDITORIAL

D. Luigi dell’Olio

Presidente. Vicerrector de Investigacion,
Transferencia y Doctorado,
Universidad de Cantabria

D. Miguel Angel Bringas Gutiérrez
Facultad de Ciencias Econdmicas y
Empresariales, Universidad de Cantabria

Berta Casar Martinez

Instituto de Biomedicina y Biotecnologia
de Cantabria (IBBTEC),
Universidad de Cantabria

Diia. Macarena Garcia-Avello
Ferndndez-Cueto

Facultad de Educacién, Universidad de
Cantabria

D. Guillelmo Gémez-Ceballos
Instituto Tecnoldgico de Massachusetts
(MIT)

D. Carlos Marichal Salinas
Centro de Estudios Histdricos de
El Colegio de México

D. Marcelo Norberto Rougier

Historia Econdmica y Sofia/Argentim,
UBAy CONICET (IIEP)

D. Jénatan Piedra Gémez
Instituto de Fisica de Cantabria (IFCA),
Universidad de Cantabria-CSIC

D. Luis Sinchez Gonzilez
Ingenieria de Comunicaciones (DICOM),
Universidad de Cantabria

D. Jorge Luis Tomillo Urbina
Facultad de Derecho (SANFI),
Universidad de Cantabria

Dnia. Soffa Torallas Tovar
Escuela de Estudios Histdricos del Instituto de
Estudios Avanzados, Princeton University

Diia. Eva Maria Velasco Gil

Centro Oceanogrdfico de Santander,
Instituto Espaiol de Oceanografia

D. Aurelio Veldzquez Herndndez
Facultad de Filosofia y Letras,
Universidad de Cantabria

Diia. Belmar Gandara Sancho
Directora Editorial,
Universidad de Cantabria


https://www.editorial.unican.es/coleccion/difunde

Actas / Actes / PROCEEDINGS

Octavo SimPosio sOBRE EL Estubpio DEL TRABAJIO MATEMATICO
Humime Symposium D’ETUDE SuR LE TRAVAIL MATHEMATIQUE

EiGHTH Symposium oN THE STtuby oF MATHEMATICAL WORK

Steven Van Vaerenbergh
Laurent Vivier
Ferdinando Arzarello
Jesus Victoria Flores Salazar
Jorge Gaona Paredes
Patrick Gibel
Inés M. Gomez-Chacon
Alain Kuzniak
Michela Maschietto
Elizabeth Montoya Delgadillo
Assia Nechache
Konstantinos Nikolantonakis
Rosa Elvira Paez Murillo
Philippe R. Richard
M. Pilar Vélez
Fabienne Venant
(editores)

Editorial
Universidad

\/ Cantabria


https://www.editorial.unican.es

Simposio sobre el Estudio del Trabajo Matemadtico (8° : 2024 : Castro Urdiales), autor

ETMS : actas del octavo Simposio sobre el Estudio del Trabajo Matematico : actas ETM8 =
actes ETMS8 = proceedings ETMS : 21-25 de octubre 2024, Castro Urdiales, Espaia / Steven
Van Vaerenbergh, Laurent Vivier [y otros catorce] (editores). — Santander : Editorial de la
Universidad de Cantabria, 2026.

589 péginas : ilustraciones. — (Difunde ; 282)
Textos en espaiiol, francés e inglés.
ISBN 978-84-19897-40-4

1. Matematicas-Didéctica-Congresos. 1. Van Vaerenbergh, Steven, editor de compilacion.
II. Vivier, Laurent, editor de compilacién. III. Octavo Simposio sobre el Estudio del Trabajo
Matematico. IV. Huitiéme Symposium d’Etude sur le Travail Mathématique. V. Eighth
Symposium on the Study of Mathematical Work.

51:37.02(063)

THEMA: YPM, PB, UYQ, GT, 4C

Esta edicion es propiedad de la EpiToRIAL DE LA UNIVERSIDAD DE CANTABRIA, cualquier forma
de reproduccion, distribucién, traduccién, comunicacién publica o transformacién sélo
puede ser realizada con la autorizacién de sus titulares, salvo excepcion prevista por
la ley. Dirfjase a CEDRO (Centro Espafiol de Derechos Reprograficos, www.cedro.org) si
necesita fotocopiar o escanear algtin fragmento de esta obra.

Digitalizacién: Manuel Angel Ortiz Velasco [emeaov]

© Editores: Steven Van Vaerenbergh [Universidad de Cantabria], Laurent Vivier
[Université Paris Cité], Ferdinando Arzarello [Universita di Torino], Jesis
Victoria Flores Salazar [Pontificia Universidad Catdlica del Pert], Jorge Gaona
Paredes [Universidad de Playa Ancha], Patrick Gibel [Université de Bordeaux],
Inés M. Gémez-Chacén [Universidad Complutense de Madrid], Alain Kuzniak
[Université de Paris Cité], Michela Maschietto [Universita degli Studi di Modena
e Reggio Emilia], Elizabeth Montoya Delgadillo [Pontificia Universidad Catélica
de Valparaiso], Assia Nechache [CY Cergy Paris Université], Konstantinos
Nikolantonakis [University of Western Macedonia], Rosa Elvira Paez Murillo
[Universidad Auténoma de la Ciudad de México], Philippe R. Richard [Université
de Montréal], M. Pilar Vélez [Universidad Nebrija], Fabienne Venant [Université du
Québec a Montréal]

@)

Autores

© Editorial de la Universidad de Cantabria
Avda. de los Castros, s/n - 39005 Santander. Cantabria (Espaiia)
Tfno.: +34 942 201 087
ISNI: 0000 0005 0686 0180
www.editorial.unican.es

ISBN: 978-84-19897-40-4 (ppF)
DOI: https://doi.org/10.22429/Euc2026.005

Hecho en Espana-Made in Spain

Santander, 2026


https://www.editorial.unican.es
https://doi.org/10.22429/Euc2026.005

Indice / Table des Matiéres / Table of Contents

INTRODUCCION .uueierarcsancssncsasssssssasssssssasssasssasssasssasssssssssssssssssssssssssssssssasssasssssssasssssssasssass 13
INTRODUCTION..cucicessanccsssnsesssscsssssscssssssssssssssssssesssasssssssssssssssssssssssssasssssasssssssssssssssssssasas 17
INTRODUCTION . .cucicessanccsssnscsssscssssssesssssessssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssssssssssssssasas 21
L'INTELLIGENCE ARTIFICIELLE ET LE NOUVEAU TRAVAIL MATHEMATIQUE ......cc.... 25

Philippe R. Richard, Steven Van Vaerenbergh

THEME 1 : PERSPECTIVES ET APPROCHES THEORIQUES SUR LE TRAVAIL
MATHEMATIQUE .eueeeeeeeeeeeecsssssssseesesscssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 63
Assia Nechache, Patrick Gibel

TEMA 1: PERSPECTIVAS Y ENF OQUES TEORICOS SOBRE EL TRABAJO
MATEMATICO eeeeeeersrenssseeeeeecssssssesssssssssssssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssses .67
Assia Nechache, Patrick Gibel

Espacio de trabajo estadistico y el paradigma E1: nuevas perspectivas
QIAACLICAS covuverruerrnernensnensaenssensnnssnnsssesssnsssnsssnssssessasssssssssssssssssesssssssssssasssasssssssassssnses 71
Pedro Vidal-Szabo

L'évolution de 'ETM probabiliste de référence au cours de 1'enseignement
SECONAAITE €Il FTANICE ..eeeuererreenneereeenneereereseceessesssecsssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 85
Assia Nechache, Bernard Parzysz

Qualité et valeur du travail mathématique des étudiants a travers le regard
de la théorie des ETM : la perspective du chercheur ..........cccoeeevceiccssnnicsssnncene 97
Alain Kuzniak, Assia Nechache

Implementacion de un disefio didactico para introducir la integral definida
en estudiantes de ingenieria desde dos perspectivas teoricas: ETM y TAD .... 111
Pilar Carrasco Espinoza, Katherine Machuca Pérez

Paradigmes de 1'algébre élémentaire pour I'étude du travail mathématique
exemples SigNIfICALILS ....ceiivvvriiiivricnisnicsisnicnisnnicsssniisssnnessssnesssnssessnssssssssessnssns 123
Philippe Hoppenot

Visualizaciones, construcciones: ;de qué actividades matematicas se trata?
Limites de funciones en 1¢" afio de universidad .........ccceeeeeeeeeeeceeeeeeeeeeeeeneneeccseenns 137
Fabrice Vandebrouck, Macarena Flores Gonzalez

Vers I'ETM de référence en nombres et géométrie : le cas du systéme
L0 LTV N 1) 0] 20 g T 1 OO 147
Norma Segura-Corella

Conceptualized mathematical WOrK .....cccceeeiiceivvnericcsssnnnicssssnnnicsssssssssssssssnsssecs 159
Alejandro Cabrera, Elizabeth Montoya, Fabrice Vandebrouck, Laurent Vivier

ETMS |7



TEMA 2. ESTUDIO DE LOS SIGNOS, LAS HERRAMIENTAS Y EL DISCURSO, Y
DE LA EVOLUCION DINAMICA DE SUS INTERACCIONES MUTUAS EN EL TRABAJO
MATEMATICO eevveveeeeecccsscccssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss

Michela Maschietto, Ferdinando Arzarello, Jorge Gaona, Rosa Elvira Paez Murillo

THEME 2. ETUDE DES SIGNES, DES OUTILS ET DU DISCOURS, ET DE L'EVOLUTION
DYNAMIQUE DE LEURS INTERACTIONS MUTUELLES DANS LE TRAVAIL

MATHEMATIQUE .euuueeeeeeeeeeecccssssssssasessssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssanaes

Michela Maschietto, Ferdinando Arzarello, Jorge Gaona, Rosa Elvira Paez Murillo

Espacio de trabajo matematico personal de profesores de matematica
en formacion inicial ante el estudio de la geometria 3D mediante el uso

de artefactos teCNOIOZICOS ......cicvvvuriiiisnricsssnricsinricssnnicssnnesssnssessssssessnssssssnsassnsses

Fabiola Arévalo-Meneses, Elizabeth Montoya-Delgadillo

Sessions de laboratoire avec les machines mathématiques pour les

transformations géométriques au COIIEEE .........cievvuerieirnricscnniesscnnicnssnsrcssnsecsnnnes

Beatrice Battilani, Michela Maschietto

Contrepoint technologique et controle du référentiel dans le travail

mathématique INStruMENtE ........cccecevrvericssranicsssanecsssaressssesessssssesssssssssssssssssasssssans

Eloi Danguy-Pichette, Philippe R. Richard

Taches ouvertes dans un environnement numérique pour le développement
de I'ETM COMIECHIT ..counnirnneiiinriisnecisniessnenssnnecsnnecsnecssnecssseesssnsssssscssssssssscsssssssssessns
Jorge Gaona, Catalina Palacios Bezama, Leonard Sanchez

Emergence de I'art de I'argumentation : I'instrumentation de I'lA

dans la formation des enseignants de mathématiques ..........ccooueeevercsseeeccneccnnee

Itziar Garcia-Honrado, Josep Maria Fortuny-Aymemi, Tomds Recio,
Philippe R. Richard

De la page au code : comment explorer les récits issus de la littérature de

jeunesse a travers la lentille mathématique et littéraire, de la théorie
des graphes a 1'algorithmique Créative ......ccocvveeiccnscrrnniccssssnniecssssnssecsssssnsseessnes

Dominique Laval

El estudio de la relacion funcional entre recorrido y distancia,

en un contexto de manipulacion con artefactos materiales .......cccoeceeeeernercccnnces

Rosa-Elvira Paez, Miguel Delgado, Judith Hernandez, Magally Martinez

Analyse d'une ingénierie didactique articulant activités mathématiques et
algorithmiques - étude des formes et fonctions des raisonnements

ES CLEVES eeveurreeneeereecerseecorssecssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssesssssssssssassosssssssss

Maryna Rafalska, Patrick Gibel

ETMS | 8

173

181



TEMA 3: GENESIS Y DESARROLLO DEL TRABAJO MATEMATICO:
PAPEL DEL PROFESOR, DEL FORMADOR, DEL. GRUPO Y DE LAS INTERACCIONES ..... 291
Inés M. Gomez-Chacon, Fabienne Venant, Laurent Vivier

THEME 3 : GENESE ET DEVELOPPEMENT DU TRAVAIL MATHEMATIQUE : ROLE DE
L'ENSEIGNANT, DU FORMATEUR, DU COLLECTIF ET DES INTERACTIONS ..ccccveereeeenes 297
Inés M. Gomez-Chacon, Fabienne Venant, Laurent Vivier

ETM et action didactique conjointe : regards croisés sur l'enseignant intégrant
une tache de programmation informatique en classe de mathématiques ........ 303
Fabienne Venant, Michéele Couderette

ETM idoneo potencial y conocimiento especializado en el disefio

de propuestas de ensefianza en la formacion inicial .........coeeevveicseecseecsnnennee 315
Paula Verdugo-Hernandez, Carolina Henriquez-Rivas, Gonzalo Espinoza-Vdsquez,
Nuria Climent

Conocimientos tedricos y practicos en el espacio de trabajo matematico idoneo

bajo instancias colaborativas de la triada formativa con uso
de 1a calculadora .......eeeiiiniiiiiniiiieieninnicnntecsttessseesseeesssessssssssssessassaes 327

Romina Menares Espinoza, Laurent Vivier

Travail mathématique des éléves et développement de connaissances
didactiques de professeurs de mathématiques débutants ..........ccceeevercecrnncccsnnns 339
Christine Choquet

Examination of mathematical work performed in mathematical modeling
task in the light of MWS: the case of pre-service elementary mathematics

L2 T4 | 1) o OO T 349
Ozan Deniz Kiyici, Filiz Tuba Dikkartin Ovez

Amener les éléves a problématiser en mathématiques : enjeux et limites ...... 363
Sylvie Grau

ETM idoneo de un grupo de profesores en formacion inicial en el dominio
de 1a probabilidad ........coceeiiiiinisnniicinsssnniccssssnneccsssssssescssssssssscsssssssssssssssssssssssssans 375
Katherine Machuca Pérez, Elizabeth Montoya Delgadillo

Interpretacion del condicional por futuros profesores de educacion
PUIMATIA aeveriiiiiirreniicsssssanricsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssss 387
Aranzazu Dolz, Inés M. Gomez-Chacon

Seleccion de tareas que fomentan diferentes tipos de significados y

trabajo matematico para la funCiON .......coeiieivveiicnsreicnssnnicsssanicsssanecssasessssasessonns 399
Gonzalo Espinoza-Vasquez, Paula Verdugo-Herndndez, Carolina Henriquez-Rivas,
Nuria Climent

Investigating GAI's role in shaping mathematics work and identity
within a university didactiC SYSTEIM ......cccveeervercsseeessnninsnecssneessancsssnesssescsssecsaseeen 411
Annamaria Miranda

ETMS | 9



Designing situations to develop mathematical flexibility and identify
STUAENTS' EIMOTIONS ..cceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeeeeeeeeeseseeseeesasssessssssssssssssssssssssssssssssssssssasaes 425
Monica Arnal-Palacian, Nuria Begué, Monica Marban

Enrichir collectivement les ETM idoines, une expérimentation de type

1eSSON StUAY SUT 3 ANS .cccvvvneriicisssnrricssssrnnnecsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnes 429
Nicolas Grenier-Boley, Blandine Masselin, Laurent Vivier, Jordan Martin,

Caroline Beaudet

Genése d'un ETM idoine de formation original sur le nombre
pour de futurs professeurs d'€COIes .........ccuvviicrinnricsssnrenssniessssnrcsssnsecssnsscsssssees 433
Konstandinos Nikolantonakis, Florence Peteers, Laurent Vivier

THEME 4 : LE ROLE DES TACHES ET DES SITUATIONS DIDACTIQUES

DANS LA FORMATION DU TRAVAIL MATHEMATIQUE ..cuveeueerverseersessesssessessessssssssssessases 437
Alain Kuzniak, Kostas Nikolantonakis, Elizabeth Montoya Delgadillo,

Jesus Flores Salazar

TOPIC 4. ROLE OF TASKS AND DIDACTIC SITUATIONS IN THE CONSTRUCTION

OF MATHEMATICAL WORK  ccuvtcessncsssscssssesassssssssssssssssssssssssssssassssassssassssassssassssssssssssssass 441
Alain Kuzniak, Kostas Nikolantonakis, Elizabeth Montoya Delgadillo,

Jesus Flores Salazar

TEMA 4. EL PAPEL DE LAS TAREAS Y SITUACIONES DIDACTICAS

EN LA FORMACION DEL TRABAJO MATEMATICO ..cueeeeernecesneeccaneeces 445
Alain Kuzniak, Kostas Nikolantonakis, Elizabeth Montoya Delgadillo,

Jesus Flores Salazar

Diseiio de situaciones didacticas: una reflexion en el dominio
de 1a probabilidad .........eeeiieinnnnniiiininsnnniccssssnnnicssssssnsecssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 449
Katherine Machuca Pérez, Elizabeth Montoya Delgadillo

Description d'issues équiprobables et introduction en classe
de 12 101 DINOMIALE ......coovveeriiiiivvnnriciisnsnnniccssssnnniccsssssnsecssssssssssssssssnsssssssssssssssssssasses 461
Jannick Trunkenwald

The inverse function under the prism of the Mathematical Working Space
INOAEL ccoeneiiiniiiiiriniiiiiniinstiiseicsssncssseesssnessssnesssnesssnsssssessssssssssessssessssssssssssssssssanessans 473
Kostas Nikolantonakis, Elisavet Gemenetzi

La derivada y sus conexiones en contextos economicos, desde el espacio
de trabajo MAtEMATICO ....cccovvrririvricnssnricsssnnicsssnsecssssessssssessssssesssssesssnsessssssassssssns 485
Flor Isabel Carrillo Lara

Analisis del trabajo matematico de estudiantes de primaria a partir
de una tarea abierta sobre funciones en un entorno tecnologico .......c..ccceeeuueee. 497
Catalina Palacios Bezama, Jorge Gaona Paredes

ETMS | 10



Conception d'une taiche géométrique pour amorcer le développement
du raisonnement déductif d'éleves de 6e année du primaire au Québec :

analyse d'un ETM idoine potentiel ...........ccoovvvericccisvnriccssssnnnnccsssssnsnecsssnssssscnes

Sandrine Michot

Tareas emblematicas adecuadas: estudio de las caracteristicas

PAra SU (ISEIO .eeeeerrrvnrriessssrnniessssssnsiesssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssss

Darlis Panqueban, Carolina Henriquez-Rivas

Similitude, histoire des mathématiques et espace de travail mathématique

en géomeétrie personnelle des €léves du COIEEE .......ccuvurrirrcnrriricnnicnssnricscnnecsenns

Konstantinos Nikolantonakis, Polymnia Andreadou

Tareas sobre semejanza de figuras planas en libros de texto con uso de

tecnologia: ;qué trabajo matematico Propician? ..........eeecvveecssecsseecsnercsnenenns

Denisse Aviles-Henn, Carolina Henriquez-Rivas

Résolutions d'équations du premier degré en IUT GEII - enrichir I'ETM

personnel des EtUdIANLS ......ccoveieeireiessrnicsssanicsssanessssssessssssessssssssssassssssassssssssssssnes

Philippe Hoppenot

Etude des variations de contrats fortement didactiques dans des ETM

idoines autour de « 1'aire de baigNAde » .....ceicervvvnnriccsssvnriccsssnnriccsssnnssessssnnssnes

Alain Kuzniak, Blandine Masselin

ETMS | 11

. 547



SESSIONS DE LABORATOIRE AVEC LES MACHINES
MATHEMATIQUES POUR LES TRANSFORMATIONS
GEOMETRIQUES AU COLLEGE

Beatrice Battilani, Michela Maschietto

Universita di Modena e Reggio Emilia, Laboratorio delle macchine matematiche,
beatrice.battilani@unimore.it, michela.maschietto@unimore.it

Dans cette communication nous présentons le deroulement et ['analyse de sessions de
laboratoire avec les machines mathématiques avec des éleves de niveau college. Ces
sessions ont été conduite dans la salle des machines mathématiques aupres du musée
de [’Université de Modena e Reggio Emilia. Notre objectif est de contribuer a la
discussion sur l'introduction et [’utilisation des artefacts materiels, concernant les
transformations géométriques du plan dans ce cas particulier, en s’appuyant sur les
cadres théoriques de la médiation sémiotique et des ETM.

INTRODUCTION

Cet article se propose de contribuer au débat sur « l'introduction et a ['utilisation des
artefacts, tant matériels qu’informatiques, en relation avec les manipulations et les
gestes associés, aux aspects sémiotiques présents dans l'artefact et aux différentes
formes de discours », en accord la description du Theme 2. En particulier, les exemples
proposés concernent des artefacts matériels, nommés « machines mathématiques »,
pour les transformations géométriques du plan.

Le but de cette communication est de discuter I’analyse du travail effectué par les
¢léves pendant une session de laboratoire avec les machines dans le contexte
extrascolaire du musée, selon le cadre des ETM (Kuzniak, 2022). En particulier, il nous
intéresse travailler les questions concernant quelles genéses sont activées par les éléves
dans les diverses questions des fiches de travail et quelles sont les interactions entre les
plans du modele des ETM en investiguant la découverte, la communication et le
raisonnement.

Cette contribution se compose de cinq parties : dans la premicre partie, on présente les
machines mathématiques, 1’idée de laboratoire de mathématique et la structure des
séances au musée ; la deuxiéme partie contient des ¢léments des cadres théoriques ; la
troisiéme partie contient notre analyse et les conclusions suivent.

MACHINES MATHEMATIQUES ET LABORATOIRE DE MATHEMATIQUES
Les machines mathématiques

Les machines mathématiques sont des artefacts géométriques qui évoquent des
contenus mathématiques ; elles concernent, par exemple, les transformations
géométriques du plan, les sections coniques et la perspective. Une machine
mathématique peut donc étre un traceur de courbe, un systéme articulé pour les
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transformations géométriques ou un perspectographe pour dessiner en perspective.
Elles ont été construites avec un but didactique, mais elles ont un lien étroit avec
I’histoire des mathématiques et le développement des mathématiques elles-mémes
(Bartolini et Maschietto, 2006). Elles constituent la Collection Machines
Mathématiques du Systéme des Musées et Jardin Botanique de I’Université de Modena
e Reggio Emilia, ou se déroulent €galement les laboratoires.

Les machines pour les transformations géométriques sont composées de tiges formant
des quadrilateres articulés dans la plupart des cas ; les quadrilateres sont placés sur une
base en bois avec contraints divers selon la transformation qui réalisent. La machine
utilisée dans I’expérimentation que 1’on va analyser dans cette contribution est le
biellisme pour la symétrie orthogonale (Figure 1). Elle est composée d’un losange
articulé et d’un plan en bois avec une fente ; deux sommets opposes du losange (A et
B dans la Figure 1, au centre) sont contraints a glisser le long de la fente, tandis que les
deux autres sommets (P et Q dans la Figure 1, au centre) sont libres d’étre déplacés sur
le plan en bois. Les deux sommets libres, P ¢ Q, se correspondent dans une symétrie
orthogonale ayant la fente comme axe (droite [s], dans la Figure 1, au centre) : le
segment PQ est perpendiculaire a la droite [s] et les deux points Pet Q sont a la méme
distance de la droite, grace a la propriété des diagonales du losange.

.,;;i

Figure 1. Machine mathématique pour la symétrie orthogonale.

Les deux points P e Q sono appelés « pointeur » et « traceur ». Le point traceur
correspond au point image du point pointeur : dans 1’utilisation de la machine, quand
on déplace le pointeur sur le plan, le traceur suit un mouvement oblige. Quand des
mines de crayon sont placées dans les trous correspondant aux points P et Q, la machine
trace deux images symétriques. Les roles des points P e Q peuvent s’échanger. La
machine travaille localement : elle fait correspondre deux sous-ensembles du plan
(Figure 1, a droite).

Les machines mathématiques sont proposées aux €leves de 1’enseignement secondaire
dans le cadre du laboratoire de mathématiques.

Le laboratoire de mathématiques dans 1’école italienne

L’idée de laboratoire de mathématiques a été reprise a des moments divers dans les
réflexions sur I’enseignement des mathématiques (Maschietto & Trouche, 2010). Dans
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les références pour I’enseignement en Italie, le laboratoire de mathématiques a été
proposé dans les documents de la Commission de I’Union Mathématique Italienne
(UMI-CIIM) chargée de la rédaction d’indications pour le curriculum des
mathématiques pour tout niveau scolaire. Dans le document UMI-CIIM pour
I’enseignement secondaire (AA.VV., 2004), le laboratoire de mathématiques est défini
« comme une série de suggestions méthodologiques » finalisées a la construction de
significations mathématiques. Il est caractérisé par le recours aux outils (par exemple,
logiciels, calculatrices, objets manipulables, ...) dans le travail mathématique et par
I’interaction entre pairs (€leves) et avec I’expert (enseignant).

L’attention sur le laboratoire est portée dans les Indications Nationales?* pour le
curriculum de mathématiques pour I’école élémentaire, le college et le lycée. Une
approche active ainsi que la manipulation sont des ¢léments a prendre en compte pour
soutenir l'apprentissage des ¢€leves et une meilleure perception de cette discipline
souvent considérée difficile.

Structure d’une session de laboratoire avec les machines mathématiques au
musée

Depuis plusieurs années, le Laboratoire des machines mathématiques
(www.mmlab.unimore.it) suit des expérimentations didactiques sur I’implémentation
de la méthodologie du laboratoire des mathématiques dans les classes du primaire et
secondaire ; en méme temps, on propose et gere des séances de laboratoire dans ses
locaux a I’Université pour les classes du secondaire, surtout lycée (Maschietto, 2020).
En général, la structure de ces s€éances comprend un premier moment de présentation
du travail a effectuer et d’explication des termes présents dans les fiches de travail,
suivi d’une phase de travail en petits groupes avec les machines guidée par des fiches.
La troisiéme phase qui suit consiste en un moment de partage du travail fait, géré par
I'animateur du laboratoire. L’expérience se termine par la visite de I’exposition
« Macchine, meccanica e matematica » installée dans les locaux ou se déroulent la
séance?. Chaque séance dure environ deux heures, sur les thémes des sections
coniques (Maschietto, 2020) et des transformations géométriques (Maschietto, 2018).
Jusqu’a il y a deux ans, les classes en visite €taient toutes classes de lycée ; a partir de
I’année scolaire 2022/23 nous avons commencé a accueillir des classes de college. Les
séances qui sont présenté dans cette contribution concernent précisément des classes
du college sur le theme des transformations géométriques, en particulier les classes de
cinquieme (¢leves de 12/13 ans) qui ont ce théme dans leur programme.

Le changement de niveau scolaire, du lycée au college, a impliqué un travail de révision
des fiches de travail proposées aux éleves. Au cours de I'année scolaire 2022/23, une
séance de laboratoire avec les machines mathématiques réalisant I'homothétie, la
symétrie centrale et la symétrie axiale a été structurée et expérimentée, tandis que dans

24 https://www.miur.gov.it/documents/20182/51310/DM+254 2012.pdf;
https://www.indire.it/lucabas/lkmw_file/licei2010/indicazioni_nuovo impaginato/ decreto indicazioni nazionali.pdf
25 https://www.macchinematematiche.org/macchine-meccanica-e-matematica.html, en italien
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I'année scolaire 2023/24 nous nous sommes concentrées sur la symétrie axiale qui a été
expérimentée dans six classes de niveau cinquieme

Le travail de révision a porté sur 1'organisation globale des questions pour le travail en
petits groupe avec la machine ; plus précisément, les questions ont été réparties en deux
fiches et reformulées pour les rendre de plus en plus adaptées spécifiquement aux
¢leves de cinquieme, en termes de langage et de connaissances disponibles. Nous avons
aussi prévu du matériel (gabarits) pour rendre plus facile dessiner les figures et crée
des affiches avec des exemples des isométries et de 1’homothétie pour solliciter les
images mentales des ¢€léves. Le conducteur du laboratoire a géré des moments des
partages des réponses aux questions entre la premicre et la seconde fiche. Dans la
derniere activité, les €léves doivent décider quelles figures et leurs transformées
pouvaient €tre obtenues par la machine explorée (dans le cas du travail sur la seule
symétrie axiale, ils devaient identifier les images symétriques parmi des images
représentantes des transformations géométriques, Figure 7).

Les fiches remplies par les éleves sont laissées aux enseignants, offrant la possibilité
de reprendre et de poursuivre le travail en classe, afin que I’expérience ne se limite pas
a la séance au musée. Quelque temps aprés les séances, nous avons proposé¢ un
questionnaire d’évaluation de 1’expérience, ce qui nous a permis de recueillir de
feedback utile pour une révision successive.

REFERENCES THEORIQUES
La Théorie de la Médiation Sémiotique

La référence théorique principale pour la structuration de parcours didactiques aves les
machines mathématiques (Maschietto, 2020) est la Théorie de la Médiation Sémiotique
(Bartolini Bussi & Mariotti, 2008). L’idée fondante est que I’enseignant utilise un
artefact comme outil pour faire la médiation de concepts mathématiques embarqués
dans I’artefact et émergeant de son utilisation (Figure 2, a gauche). Pour cela, I’artefact
est choisi en accord avec I’analyse de son potentiel sémiotique, strictement li¢ au
niveau des éléves et aux objectifs didactiques. Les activités avec I’artefact s’articulent
avec des activités individuelles et des discussions collectives, toutes composant un
cycle didactique (Figure 2, a droite). Dans ces derniéres, par exemple, I’enseignant
soutient 1’évolution des signes produits dans le travail avec I’artefact vers des signes
mathématiques, ce qui permet d’accéder au savoir mathématiques en jeu.

m “ Travail Travail
t 1 avec individuel
: =5 ¥ o lartefact
s v
! artefact | | &(’\1’1
; 20 P
e Travail
B0 collectif
e e & B (textes
& 1 H collectifs)

Figure 2. Schéma de la Théorie de la Médiation Sémiotique et son cycle didactique.
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Le travail des ¢€leves avec I’artefacts est organisé par des fiches structurées en accord
avec des questions qui caractérisent en général 1’exploration des artefacts (1. Comment
est-il fait ? 2. Que fait-il ? Comment fonctionne-t-il ? 3. Pourquoi ? 4. Que se passe-t-
il si... 7 Bartolini Bussi et al., 2011). Les premicres questions relevent de 1’approche
instrumentale (Verillon & Rabardel, 1995), dans le sens que 1’on prendre en compte de
soutenir la genese instrumentale des ¢éleves.

Dans le cas des sessions au musée, il n'y a pas de travail individuel dans le cycle
didactique ; le travail est collectif, différent de ce qui pourrait se passer en classe avec
I'enseignant, étant donné qu'il y a une relation différente avec 1’animateur connu
uniquement a cette occasion, des lieux et contextes différents et une durée réduite. Cela
pose des questions sur le processus d'évolution des signes produit avec 1’artefact.

La théorie des ETM

Dans cette contribution, il nous a paru intéressant et enrichissant d’analyser le travail
effectué par les ¢leves du college pendant une séance de laboratoire sur la symétrie
axiale en se référant au cadre des ETM (Kuzniak, 2022), sollicitées par Flores Salazar
et al. (2022) qui considérent que « in the mathematical machine there is an attempt to
represent an object and a property by means of an executable process » (p.178).

La théorie des ETM permet d’analyser le travail mathématique par rapport a deux plans
(Figure 3), épistémologique et cognitif, en se référant a trois geneéses qui relie les plans
et leurs composantes. La genése sémiotique concerne I’interprétation des signes
mathématiques et la visualisation ; la genese instrumentale concerne la construction
cognitive d’un instrument a partir d’un artefact, c’est-a-dire I’appropriation d’un
artefact et le choix d’un artefact pour effectuer des actions spécifiques ; la genése
discursive, par laquelle les propriétés mathématiques deviennent disponibles pour
justifier et valider. Ce cadre théorique soutient l'observation et I'analyse de la
découverte, de la communication, du raisonnement et de la validation construits lors
des sessions de laboratoire, en s'appuyant sur les différents plans définis par les
interactions entre les genéses ([Sém-Ins], [Sém-Dis] et [Ins-Dis]).

Genése sémiotique CommL,nication
Dg sém-dis ent
?OUvene ( ) Raiioﬂne.m
(Sem_- ; ;,dls)
) (i°

Plan épistémologique

Figure 3. Les genéses et les plans verticaux dans I'ETM.
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QUESTION DE RECHERCHE

En se référant a la séance de laboratoire avec les machines mathématiques décrite ci-
dessus pour les classes de college, nous nous demandons quelles genéses sont activées
par les €éleves dans les diverses questions des fiches et quelles sont les interactions entre
les trois plans. Le probléme auquel les ¢€leves sont confrontés dans une séance de
laboratoire est le suivant : quelle transformation géométrique du plan réalise-t-elle la
machine mathématique donnée ?

ANALYSE

Dans le plan épistémologique (Figure 3) nous identifions comme artefacts la machine
pour la symétrie orthogonale (Figure 1). Le référentiel est constitué par les propriétés
des figures géométriques, en particulier des quadrilatéres, et peut-étre par les
connaissances de la symétrie orthogonale.

Ses su u ibuti itué
Les données sur lesquels se fonde notre analyse dans cette contribution sont constitués
par les fiches de travail remplies par les €léves pendant le travail en petits groupes, les
dessins produits et sur les observations des animateurs. Nous n’avons pas eu la
possibilité d’enregistrer les séances.

Dans I’analyse, nous avons distingué le travail sur les deux fiches et I’activité finale.
Analyse de la premiére fiche

Les questions de la premiére fiche (Figure 4) concernent la description de la structure
de la machine. En particulier, elles demandent d’identifier quelle est la figure
géométrique représentée par le quadrilatére articulé de la machine et d’expliciter les
propriétés de cette figure. C’est la genése sémiotique qui est activée, correspondant a
I’interprétation de signes offerts par la machine, dans le sens du plan épistémologique
au plan cognitif. Les €éléves répondent presque toujours en identifiant les différentes
figures que 1’on peut obtenir par le systeme articulé a travers ses déformations, c’est-
a-dire non seulement le losange mais aussi le carré et le parallélogramme (Figure 4).
Cela repose sur une classification exclusive des quadrilatéres, méme si la question
demande « quelle figure... ». On demande ensuite d’écrire les propriétés géométriques
de la figure formée par les tiges ; cette question est posée pour porter I’attention sur la
figure, car ses propriétés sont a la base du fonctionnement de la machine pour la
symétrie. Notons que plusieurs éléves demandent a D’animateur d’expliquer
I’expression “propriétés géométriques” présente dans la fiche.

La derniére question de la fiche demande de « Dessine la machine mathématique que
tu as exploré. Rappelle-toi les observations sur sua structure ». Elle active la genése
sémiotique dans le sens opposé par rapport aux questions précédentes, c’est-a-dire du
plan cognitif au plan épistémologique, puisqu'elle induit a produire des signes
nouveaux. Ces questions pourraient étre interprétées en termes de tache de description
et reproduction de figures, pour lesquelles Michot et Braconne-Michoux (2019) ont
proposé une analyse par rapport au plan [Sém-Ins]. En effet, pour le dessin de la
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machine les éleves peuvent utiliser la regle, qui ont d’ailleurs déja utilisé pour mesurer
la longueur des tiges. Aucun a demandé d’autre instruments.

) f UN LOSANGE ET UN PARALLELOGRAMME

UN LOSANGE, ELLES PEUVENT FORMER UN CARRE ET UN CARRE, LOSANGE
PARALLELOGRAMME E
Quelles sont les proprietés géométriques de cette figure? Quelles sont les proprietés géométriques de cette figure? o ?f;g’c'g{."i?‘o:?g:‘szg:"ﬂnﬂtng cette figure?
EQUILATERAL, COTES 2 PAR 2 CONGRUENTS OPPOSES EQUILATERAL, DIAGONALES PERPENDICULAIRES, SI CEST UN CARRE - LES ANGLES OPPOSES SONT CONGRUENTS 2 PAR 2

LES ANGLES SONT DE 90°, SI C'EST UN LOSANGE LES COTES SONT
gIEAquONALES PERPENDICULAIRES ET ELLES SE COUPENT EN PARALLELS 2 A2, LES ANGLES OPPOSES SONT CONGRUENTS ET LES

ANGLES ADJACENTS SONT SUPPLEMENTAIRES

Groupe A Groupe B Groupe C

Figure 4. La premiére fiche remplie pendant le travail en petit group.

Les représentations des machines peuvent étre distinguées en trois typologies :
représentations réalistiques de la machine, avec les tiges et les pivots, avec (Figure 4,
Groupe A) ou sans la base de la machine ; représentations du losange sans références
a I’épaisseur des tiges avec (Figure 4, Groupe B) ou sans la base de la machine;
représentations des mouvements du losange articulé (Figure 4, Groupe C) sans la base
de la machine ; représentations en perspective. Dans presque aucun cas, la figure
dessinée n'est réellement un losange, c’est-a-dire que les éléves ne construisent pas de
figure avec des cotés congruents, méme si cette propriété a été écrite sur la feuille. Les
représentations fournies sont donc discordantes. Dans certains groups, cette phase
dédiée a la représentation graphique prend un certain temps.

Entre la premiére et la deuxiéme fiche, ’animateur demande de partager les réponses
aux différentes questions de la premiere fiche. D’un c6té, puisque les fiches sont
congues pour éEtre abordées par des ¢léves ayant des connaissances sur les
transformations géométriques du niveau école primaire et que l'animateur ne connait
pas les €léves, ce moment permet a I’animateur de faire partager les termes utilisés (par
exemple, figures égales vs figures congruentes), les connaissances mobilisées et les
notions utiles pour la deuxiéme fiche. De 1’autre c6té, on pourrait dire que 1’animateur
soutient ainsi davantage la genése sémiotique des étudiants.

Analyse de la deuxiéme fiche

Les questions de la deuxiéme fiche (Figure 6) activent la genése instrumentale par
I’utilisation de la machine pour produire des dessins symétriques (Figure 1, a droite).
Dans la fiche, on suggére comment utiliser la machine aprés avoir fixé un gabarit sur
le plan : placer deux mines de crayon dans les trous en correspondance des points P et
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Q, suivre le contour du gabarit avec une mine et faire dessiner I’autre en suivant les
mouvements du systeme (Figure 5).

Figure 5. Dessiner avec la machine.

La fiche demande aussi d’interpréter/reconnaitre les relations entre les dessins obtenus.
Ainsi ¢’est une autre genese s€miotique qui s’active, cette fois-ci sur les signes produits
par la machine. Cela, avec les gestes performés dans 1’utilisation de la machine, active
les interactions entre les geneses dans le plan [Sém-Ins] en impliquant les étudiants
dans la découverte.

Dans les réponses, des termes caractérisant les figures symétriques apparaissent
(« équivalents », « en miroir », « méme périmetre »), ainsi que descriptions des figures
(« le feu dessiné en suivant le gabarit est vers le haut, tandis que le feu dessiné sur la
feuille vers le bas. Ils sont congruents », Figure 6, Groupe B).

F 4
2. Che cosa fa la macchina?
1. Conriferimento

Groupe A Groupe B Groupe C

Figure 6. La deuxieme fiche remplie pendant le travail en petit groupe.
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Les questions aprés les dessins (« A votre avis, que fait cette machine ? Quelle
transformation géométrique effectue-t-elle ? » et « Pourquoi pensez-vous que la
machine réalise cette transformation ? ») essayent de guider dans une premicre
organisation théorique des observations et découvertes réalisées grace au travail avec
la machine. On termine avec la recherche des invariants de la transformation, toujours
sur le plan [Sém-Ins]. Les réponses des €leéves sont assez variées, en montrant parfois
des geneses défaillantes. Par exemple, pour le Groupe A (Figure 6), il s’agit d’une
« translation, parce qu’elle fonctionne comme un compas, un coté est fixe et un autre
se déplace », pour le Groupe B c’est bien une symétrie axiale, tandis que le Groupe C
semble ne pas avoir compris la question. Remarquons que le Groupe A avait identifi¢
comme proprieté des figures dessinées 1’étre « au miroir ».

Discussion finale

Au sein des groupes les ¢tudiants travaillent en comparant et en discutant, mais comme
nous I’avons dit auparavant, n’avons pas recueillir ces données. L’observation de
I’animateur ne révele pas d’une démarche de validation, mais une activité discursive
dans la plupart des groupes.

La situation semble changer dans la derni¢re tache de la séance : les éléves doivent
reconnaitre figures symétriques parmi lesquelles proposées sur des grandes feuilles
(Figure 7).

Les discussions sont animées au sein des groupes. Méme si on ne peut pas parler de
genése discursive de preuve les résultats obtenus deviennent disponibles pour un
raisonnement mathématique et une validation discursive. Les éléves semblent pouvoir
rentrer dans un processus d’argumentation.

0 O L1 O Dl:l
oo
| i

Figure 7. Exemple di transformations géométriques a reconnaitre.

EN GUISE DE CONCLUSIONS

La séance de laboratoire que nous avons analysée dans cette contribution a été
développée en plagant au centre I'artefact qui évoque un certain savoir mathématique
qui est rendu accessible aux ¢éleves a travers des questions et I’utilisation de 1’artefact,
en accord avec la Théorie de la médiation Sémiotique. Les consignes sont
fondamentales pour guider les €leves dans le processus de découverte. L’analyse dans
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le cadre de la théorie des ETM nous semble proposer des éclairages intéressants du
travail mathématiques des ¢€leves.

L'analyse menée dans cet article et I’introduction de I’observation dans une perspective
ETM a posteriori par rapport a la construction de la séance de laboratoire, vont
permettre le développement d’idées pour I’amélioration de ces séances, qui d’apres les
questionnaires apparaissent particulicrement appréciées par les étudiants.

Nous voudrions questionner en particulier, la gencse discursive, de construction de la
validation, de la preuve et de la démonstration, en considérant le modele theéorique des
ETM. Nous souhaitons approfondir I’analyse du discursif, en introduisant lorsque c’est
possible dans les prochaines sessions les enregistrements de discussions surtout finales.

Une autre question qui se pose et qui nous n’avons pas abordée dans cette contribution
est la relation entre les deux cadres théoriques considérés, ETM pour l'analyse
présentée ici, et la théorie de la médiation sémiotique sur laquelle l'ensemble du
laboratoire est construit, dans la perspective du networking strategies (Prediger et al.,
2008).
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https://www.editorial.unican.es

El Octavo Simposio sobre el Estudio del Trabajo Matematico (ETM8) se cele-
bré en Castro Urdiales (Espana) del 21 al 25 de octubre de 2024. Reuni6 a una
amplia comunidad internacional de investigadores interesados en el estudio del
trabajo matematico y sus implicaciones en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas.

Los simposios ETM son encuentros internacionales organizados en forma de
grupos de trabajo tematicos basados en las contribuciones de los participantes.
La dinamica establecida en el simposio favorece intercambios entre los partici-
pantes y contribuye a crear una comunidad de investigadores alrededor de in-
tereses comunes. Ademds, los encuentros se desarrollan en un marco trilingiie
dentro del cual las contribuciones se pueden presentar en cualquiera de las tres
lenguas (espafol, francés e inglés) y deben ir acompafnadas de material visual
elaborado en una de las otras lenguas.

El ETMS8 se organiz6 en torno a los siguientes cuatro temas:

o Tema 1. Perspectivas y enfoques tedricos sobre el trabajo matematico.

o Tema 2. Estudio delos signos, las herramientas y el discurso, y dela evolucién
dindmica de sus interacciones mutuas en el trabajo matematico.

o Tema 3. Génesis y desarrollo del trabajo matematico: papel del profesor, del
formador, del grupo y de las interacciones.

» Tema 4. El papel de las tareas y situaciones didacticas en la formacion del
trabajo matematico.

Cada tema se desarrollé por un grupo tematico, a lo largo de cinco dias.
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