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INTRODUZIONE

In questo articolo si intende analizzare il problema bargaining operando
un confronto tra le diverse soluzioni proposte da Nash [11] e da Kalai-
Smorodinsky [5]. Il raffronto e’ condotto focalizzando 1’attenzione sul con-
cetto di avversione al rischio dei giocatori, intendosi con cio’ proporre uno
sviluppo dell’analisi volta a considerare come fattore determinante la diversa
personalita’ dei giocatori. Tale approccio evidenzia la centralita’, in un’ana-
lisi di questo tipo, della teoria di Zeuthen [16] e la necessita’ di evidenziare,
al di la’ della dimostrata equivalenza matematica Nash-Zeuthen, anche una
equivalenza negli approcci concettuali che costituiscono il supporto delle due
teorie. Data tale ipotesi di lavoro, il confronto tra le diverse soluzioni e’
operato come analisi comparata tra due differenti giochi bargaining. In una
prima analisi si ipotizza il verificarsi di una reale successione di bargaining: i
giocatori, trovata una particolare situazione di accordo, rimettono in discus-
sione il raggiunto bargaining point a causa di sopravvenute ulteriori alter-
native che rendono possibili accordi piu’ favorevoli. Un ulteriore confronto
individua due problemi bargaining come contrattazioni tra giocatori diversi

su uno stesso insieme di alternative di cooperazione.

Analizzare una situazione bargaining tra due giocatori significa ipotiz-
zare che, date posizioni inizialmente conflittuali in relazione a un determinato

processo decisionale, questi possano determinare, attraverso uno schema coo-



perativo, soluzioni tali da migliorare le rispettive utilita’.

In un problema bargaining i giocatori hanno di fronte due possibili alterna-

tive: soluzioni di conflitto e soluzioni di cooperazione. Le prime sono indivi-

duate da un’unica alternativa certa ¢ € C, mentre ’insieme delle alternative

di cooperazione ammissibili si riconduce all’insieme compatto e convesso C.

Dato l’insieme C sono ipotizzabili come alternative di cooperazione anche

tutti gli eventi incerti intesi come lotterie, I € L, tra eventi certi ¢; € C:
l=ac;+(1—a)eg con a€]l0,1].

Ciascun giocatore, per ipotesi razionale, determina, noti C e L, la propria

funzione di utilita’. Date funzioni di utilita’ concave si determina nello spazio

u; X uq delle utilita’ del gioco, I'insieme compatto e convesso S
S = {(u1,u2), 1 =U(l) va=Uz(1),l € L}

detto bargaining set del gioco o spazio dei payoff.

All’alternativa di conflitto, ¢, e’ associato in S il punto d:
d - (Ul(E),UZ(E)) - (’l-il,'l_l:g)

detto punto di minaccia o status quo del gioco.
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Un problema bargaining risulta completamente determinato dalla coppia
(S,d): cercare una soluzione del gioco significa determinare una funzione che
associ ad ogni coppia un unico punto p*(u},u3) € S che soddisfi determinati
assiomi.

Analizziamo le trattazioni assiomatiche del problema sopra delineato

proposte da Nash e da Kalai-Smorodinsky.
-1- LA SOLUZIONE NASH

Nash ipotizza funzioni di utilita’ lineari:
Ui[acl + (1 — a)cz] = an(cl) + (1 - a) U,'(Cg)

che soddisfano gli assiomi di Von Neumann e Morgestern [15] e che sono
uniche a meno di trasformazioni affini.

Due elementi vanno qui evidenziati: i giocatori sono neutrali rispetto al ri-
schio (poiche’ le funzioni sono lineari e non strettamente concave) e la trat-
tazione comporta, almeno a questo stadio, la non comparabilita’ tra i livelli
di utilita’ conseguiti dai due giocatori.

La soluzione e’ intesa come funzione ©(S,d) = (u], u3) definita sull’insieme

B delle coppie (9,d) che soddisfa i seguenti assiomi:

ASSIOMA 1 (Accettabilita’) - (u],u}) € S;

ASSIOMA 2 (Razionalita’ individuale - (u],u3) > (u1,us);

ASSIOMA 3 (Pareto ottimalita’) - (uf,u%) € P(S) con P(S) frontiera
dell’insieme S

ASSIOMA 4 (Indipendenza dalle trasformazioni affini) - Se S’ ¢’ otte-
nuto da S attraverso la trasformazione affine

vy = arug + f1

uy = gz + P

con ai,as >0e

p(S,d) = (u],u3) allora:

p(S',d') = (ur*,uy’) = (aruf + Br, aous + Bs);
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ASSIOMA 5 (Simmetria) - Se

(u1,u2) € S & (u2,u1) € S e Ty = Ua, allora

o(5,d) = (uf,u3) con u} = ul;

ASSIOMA 6 (Indipendenza dalle alternative irrilevanti) - Se T'C S e
©(S,d) = (uj,us) € T allora

(T, d) = p(S,d) = (u7,u3);

Dati tali assiomi esiste ed e’ unica la funzione ¢(S,d) che associa ad

ogni gioco bargaining la coppia (u},u3) che massimizza la funzione:
flug,ug) = (uy — 6y (ug —Uz)

con f(uy,uy) avaloriin S.

Traducendo i suesposti assiomi, accettabilita’ significa cercare la soluzione
del gioco tra le soluzioni ammissibili e quindi nello spazio dei payoff del
gioco. L’ipotesi di razionalita’ individuale €’ intesa ad evidenziare come
un accordo tra i giocatori puo’ essere ipotizzato solo se il risultato di tale
accordo comporta un incremento di utilita’ per ciascun giocatore rispetto
alla soluzione di conflitto. L’ottimalita’ secondo Pareto restinge la ricerca
della soluzione all’insieme dei punti di S non congiuntamente dominati: un
punto p'(uf,u)) € S si dice congiuntamene dominato da p” (u”1,u”2) € S se
u©”; < uf e u’y < ul. L’insieme P(S) detto insieme massimale congiunto o
insieme di Pareto e’ costituito dai punti di S tali per cui non e’ possibile mi-
gliorare l'utilita’ di un giocatore a meno di peggiorare il risultato conseguito
dall’altro e assume quindi il valore di frontiera del set S. La soluzione del
gioco deve essere percio’ un punto di P(S). L’assioma di simmetria evidenzia
come le uniche differenze e peculiarita’ dei giocatori sono quelle contenute
nella struttura matematica del gioco: di fronte ad un bargaining set simme-
trico, che corrisponde ad una perfetta simmetria tra i giocatori sia in termini
di alternative disponibili che in termini di funzioni di utilita’, la soluzione
deve essere tale da attribuire uguali incrementi di utilita’, dove le utilita’
sono misurate nelle unita’ che rendono il gioco simmetrico. E’ da evidenziare
come gli incrementi di utilita’ sono uguali in senso numerico e cioe’ nell’u-

nita’ di misura che rende il gioco simmetrico: tale assioma non comporta
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un confronto tra il livello di soddisfazione raggiunto da ciascun giocatore e
quindi esclude qualunque giudizio di ”equita’ in senso etico”. L’assioma 5
tende inoltre ad eliminare dall’analisi concetti assai vaghi di ”abilita’ di con-
trattazione” o ”diversa forza contrattuale” che non siano gia’ inclusi nella
determinazione delle funzioni di utilita’. L’assioma 4 deriva dalla stessa no-
zione di utilita’ utilizzata e richiede semplicemente di sottolineare come la
possibilita’, ma anche la stessa necessita’, di operare un confronto tra il livello
di utilita’ conseguito dai due giocatori in corrispondenza di ciascun punto di
S sia esclusa. Dunque finche’ non si intende operare tale confronto I’ipotesi
di indipendenza dalle trasformazioni affini non comporta alcuna restrizione
e permette di determinare in maniera autonoma [’unita’ di utilita’ di ciascun
giocatore. L’assioma di indipendenza dalle alternative irrilevanti e’ quello
che ha maggiormente sollevato dubbi e critiche, tanto da venire eliminato
nell’analisi del problema di Kalai-Smorodinsky: se la soluzione su un set S
appartiene ad un insieme T, e ogni punto di T appartiene a S, allora la so-
luzione sui due set resta invariata. Tale assioma evidenzia come la selezione

¥

di una soluzione dipenda da un unico ”riferimento” del gioco e cioe’ dallo

status quo.
-2- LA SOLUZIONE KALAI-SMORODINSKY

Kalai e Smorodinsky introducono, oltre a S e d, un ulteriore elemento
che caratterizza un problema bargaining: I’ideal point. Tale punto, 1(u?,u})
e’ definito come

uy = maz{uy | (ur,us) € S}
uy = maz{uy | (ug,us) € S}

Introdurre nell’analisi tale determinante comporta la necessita’ di impostare
la ricerca della soluzione sul rapporto tra i diversi massimi livelli di utilita’ che
ciascun giocatore aspira a conseguire data la struttura del bargaining set. Se
I’ideal point appartiene all’insieme S, ed e’ quindi ammissibile, sara’ soluzione

del gioco: le aspirazioni dei due giocatori sono perfettamente compatibili e

5



non €’ necessario alcun processo di contrattazione.
Definiti i nuovi riferimenti del gioco, che ora risulta individuato dalla terna
(S,d,1), e dati gli assiomi 1-5 di Nash, I’assioma di indipendenza dalle alter-

native irrilevanti e’ sostituito dal seguente:

ASSIOMA 7 (Monotonicita’) - Si definisca per u; < u} la funzione gs(u;)
dove (u1,95(uy)) € P(S). Dati due bargaining (S,d,7) e (S,d,?) conul =t

se gs < gg, allora u; <7%3.

In altre parole, se per ogni livello di utilita’ che il primo giocatore puo’
chiedere I’utilita’ massima ammissibile che il secondo puo’ simultaneamente
ottenere e’ incrementata, allora 1’utilita’ assegnata al secondo giocatore dalla
soluzione deve essere incrementata.

Dati gli assiomi 1-5 e 7 esiste ed e’ unica la funzione (S, d, 1) che soddisfa tali
assiomi. Tale funzione associa a ogni terna (S, d,?) I’elemento di intersezione
tra P(S) e la retta passante per lo status quo, d, e I’ideal point, 1.

La peculiarita’ della soluzione proposta consiste essenzialmente nell’ipotesi
che il rapporto di proporzionalita’ tra i valori corrispondenti alle aspettative

di massima soddisfazione debba essere mantenuto nella soluzione.
-3- I’IPOTESI DI COMPARABILITA’ DELLE UTILITA’

Una ulteriore differenza che si rivela nell’analisi di Kalai Smorodinsky e’
Pipotesi di comparabilita’ delle utilita’. Se nello schema di Nash non si im-
pone alcuna restrizione in relazione alla scelta autonoma dell’unita’ di misura,
e se non €’ implicata alcuna valutazione comparata dei risultati conseguiti,
non di meno tale valutazione perde rilevanza. Se il bargaining deve essere
inteso come processo che porta alla determinazione congiunta della soluzione,
senza alcun intervento di arbitraggio esterno e implicazioni di ”giustizia”, ¢’
pero’ interessante evidenziare la possibilita’ di valutare le rispettive utilita’
conseguite.

Un modo per renderle comparabili consiste nel normalizzare le utilita’ attra-

verso un’unica trasformazione affine che attribuisce valore 1 al livello massimo
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e 0 al livello minimo ammissibile, in modo tale che:
d=(0,0) =(1,1)

Tale operazione permette, non solo di portare lo status quo del gioco nell’o-
rigine, ipotesi per altro ammessa da Nash, ma di analizzare ogni gioco sia
valutando il livello comparato di utilita’ raggiunto ma anche, in determinate
ipotesi, di valutare le soluzioni raggiunte su giochi diversi.

Poiche’ la normalizzazione delle utilita’ ¢’ compatibile con gli assiomi propo-
sti da Kalai-Smorodinsky, la loro soluzione di un problema bargaining giunge
ad attribuire a cilascun giocatore lo stesso incremento di utilita’ rispetto alla
soluzione di conflitto. Tale ipotesi di comparabilita’ puo’ essere introdotta
anche nello soluzione Nash. L’assioma di indipendenza dalle alternative ir-
rilevanti potrebbe sembrare non compatibile nel caso in cui ’insieme di coo-
perazione risulti modificato dall’ammissibilita’ di alternative che spostano lo
status quo del gioco. Tra queste ultime, quelle che diminuiscono il livello
di utilita’ associato da almeno un giocatore all’ alternativa di conflitto sono
?irrilevanti” in quanto non saranno scelte come soluzione del gioco. Rendere
ammissibili tali strategie comporta la modificazione del valore associato ad
ogni evento ammissibile, e quindi, di conseguenza, dell’insieme dei payoff e
della soluzione del gioco. Sembra pero’ che una variazione di S che com-
porti un punto di conflitto piu’ penalizzante per almeno un giocatore, debba
determinare una diversa aspirazione di quest’ultimo nella ricerca di un ac-
cordo. Se varia la sua posizione di fronte all’ipotesi di conflitto, deve variare
la soluzione del gioco, in quanto varieranno le rispettive concessioni dei due
giocatori. L’unica ipotesi in cui, introducendo alternative penalizzanti nel
gioco normalizzato, la soluzione non varia €’ il caso in cui tali alternative
sono egualmente penalizzanti per entrambi: in tal modo "avversione al con-
flitto e la volonta’ di cooperare per ’accordo restano immutati !

Accettata ’ipctesi di normalizzazione delle utilita’ la soluzione Kalai Smoro-
dinsky determina una soluzione bargaining p*(u},u%) con u} = u} indipen-

dentemente dalla forma del bargaining set S: il problema e’ quindi valutare

! Per una diversa soluzione si veda [8] pp.147
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se I’introduzione, per altro ragionevole, dell’assioma di monotonicita’ porti
alla determinazione di una soluzione che possa ancora essere definita come
soluzione di un problema bargaining, o se non sia piuttosto da riferirsi ad un
modello ”etico” di arbitraggio esterno.

In conclusione, I’analisi di Kalai Smorodinsky considera la forma del bargai-
ning set, e quindi delle funzioni di utilita’, solo per determinare 1’intersezione
tra la retta a 45° passante per l'origine e la frontiera efficiente: questo con-
duce ad una ricerca che prescinde dall’analisi delle differenze esistenti tra i

giocatori.

-4- LA TEORIA DI ZEUTHEN E L’EQUIVALENZA DELLE TEORIE
DI NASH E ZEUTHEN

Per analizzare questo punto sembra opportuno introdurre la teoria di
Zeuthen: tale teoria analizza la soluzione bargaining non da un punto di vi-
sta assiomatico ma analizzando in concreto ’evolversi della contrattazione.
Raggiungere un accordo significa, partendo da aspirazioni antitetiche, ri-
conporre il conflitto riducendo, in un processo di concessioni reciproche, le
proprie richieste. La soluzione si ricava dalla diversa entita’ delle recipro-
che concessioni, dove tale entita’ dipende dalla ”personalita’ ” di ciascun
giocatore. Diversa personalita’ e’ intesa come diversa determinazione nel
mantenere costanti le proprie richieste e quindi nella differente avversione al
conflitto.

Nel momento in cui ha inizio il processo di contrattazione ciascun giocatore
ha determinate aspirazioni e quindi richieste che corrispondono al massimo
livello di utilita’ ottenibile dato C: il primo giocatore aspira ad ottenere ¢
e il secondo ¢,. Le due posizioni sono, in generale, antitetiche. Il primo
giocatore valuta ’offerta del secondo tenendo conto della risolutezza della
richiesta di questi e della probabilita’ che il mantenere inalterata la propria
richiesta possa determinare il conflitto. Dati i livelli di utilita’ associati da
ciascun giocatore a ciascuna richiesta, Uy(c1), Uy(ea), Us(eyr), Ua(ez) , con

Uyi(er) > Uy(ez) e Uz(ea) > Uz(cy), il primo giocatore associa la probabilita’
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po all’ipotesi che il secondo rifiuti la propria offerta. Se il primo giocatore
accetta co ottiene con certezza Ui(cz), se resta fermo sulle proprie richieste
ottiene Ui (cy) con probabilita’ (1 —p,) ma rischia di determinare il conflitto,
cui si puo’ far corrispondere il livello nullo di utilita’, con probabilita’ p,.
Poiche’ ciascun giocatore aspira a massimizzare la propria utilita’ il primo

accettera’ ¢ solo se:

(1) Auyfuy = (Uy(er) — Uilez))/Usler) < p2
e analogamente il secondo accettera’ ¢; se:
(2) A’LLQ/'U,Q = (UQ(Cz) — UQ(Cl))/UQ(Cz) < m

dove Au;/u; puo’ essere interpretato come il massimo rischio, inteso come
probabilita’ di conflitto, che ciascun giocatore e’ disposto ad assumersi per
assicursi il massimo livello di utilita’ U;(¢;). La contrattazione e’ quindi un
processo di concessioni reciproche dove il primo giocatore fara’ una conces-
sione al secondo se

(3) Aug/us < Auy/uy

e dove ciascuna concessione rappresenta una diminuzione delle proprie ri-
chieste e non la semplice accettazione della proposta dell’avversario. La con-
dizione che determina il susseguirsi delle reciproche concessioni puo’ ancora

essere riformulata come
U1 (Cl) . UQ(Cl) < Ul (Cg) . Ug (Cg).

Il giocatore alla cui offerta risulta associato il prodotto delle utilita’ minore
rispetto a quella dell’avversario dovra’ fare una concessione di entita’ tale da
invertire il verso della disequazione (3). Il processo di concessioni rappresenta
una sequenza di incrementi del valore del prodotto delle utilita’: tale processo

si arresta quando tale prodotto risulta massimizzato e cioe’nel punto p*:
p*(ul,u3) : ujl-us=maz uy-uy p° € P(S)

L’equivalenza tra la soluzione Nash e la soluzione Zeuthen ? permette di evi-

denziare come tali soluzioni tengano conto, nella determinazione dei rispettivi

2 Si veda Harsanyi [2]



incrementi di utilita’, della "natura” dei due giocatori. L’unico elemento di
valutazione implicitamente incluso nella soluzione Nash di elementi di incer-
tezza e rischio, e quindi elementi di natura probabilistica, e’ da ricercarsi nella
diversa determinazione delle richieste e nella diversa valutazione che ciascuno
compie sulla diversa avversione al conflitto dell’altro. Tale valutazione e’ del
tutto assente nella soluzione Kalai Smorodinsky.

Considerare le diversita’ tra giocatori permette di analizzare lo stesso esem-
pio di un problema bargaining presentato da Kalai Smorodinsky in un’ottica
che consenta di individuare le cause che possono determinare situazioni con-

siderate dall’assioma di monotonicita’.

-5- IL CONFRONTO TRA LE SOLUZIONI NASH E
KALAI-SMORODINSKY SU SET DIVERSI

Kalai Smorodinsky analizzano due coppie bargaining in cui le utilita’ dei

giocatori sono state normalizzate, (S,0,1) e (S,0,1) con

S ={(0,1)(3/4,3/4)(1,0)(0,0)} 5 = {(0,1)(1,7/10)(1,0)(0,0)}

Tale esempio corrisponde al caso in cui ’assioma di monotonicita’ porta
a escludere come non accettabile la soluzione Nash: sul set allargato S il
secondo giocatore puo’, per ogni livello di utilita’ conseguito dal primo, au-
mentare la propria utilita’ rispetto al set S; e la soluzione Nash determina
uby (S) =17/10 < uby(S) = 3/4.

Se tale soluzione sembra irragionevole e sembra quindi accettabile I’assioma
di monotonicita’ resta da analizzare quali cause possono portare a tale situa-
zione e che cosa significa confrontare due diverse situazioni bargaining. Tale
analisi ¢’ comunque dettata dalla convinzione che occorra tener conto nella
determinazione della soluzione della personalita’ dei due giocatori e della loro
posizione di fronte al rischio. A tale scopo le funzioni di utilita’ dei giocatori
sono ipotizzate strettamente concave. Tale modifica consente di considerare
i giocatori come non neutrali al rischio. Date due alternative certe e le ri-

spettive utilita’ ad esse associate, 1'utilita’ dell’evento incerto, inteso come
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lotteria tra queste, e’ strettamente minore della somma delle utilita’ degli

eventi incerti ponderati per le rispettive probabilita’:
Ulae; + (1 — a)ea < aU(cy) + (1 — a)U(ez)

Ipotizzando giocatori avversi al rischio, e quindi con funzioni di utilita’ U;(c)
strettamente concave, la diversa avversione al rischio determina una maggiore
concavita’ delle stesse. Data la funzione di utilita’ U(c) la funzione di un

giocatore maggiormente avverso al rischio sara’
U; = K(U1(c)

per tutte le alternative certe ¢ € C con K funzione concava. Ogni punto
(u1,uz) sulla frontiera efficiente del bargaining set S rappresenta il livello di
utilita’ che ciascun giocatore associa ad alternative certe c € C.

Date tali premesse lo schema proposto da Kalai Smorodinsky e in gene-
rale qualunque ipotesi di confronto tra due diversi problemi bargaining sara’
analizzato in due diverse ottiche. Una prima ipotesi che puo’ giustificare

un reale confronto puo’ individuarsi nella successione di reali bargaining e
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quindi successioni di accordi su set diversi. Una seconda ottica di valutazione
consiste nel comparare le soluzioni raggiunte da coppie di giocatori diversi,
con funzioni di utilita’ che differiscono in termini di avversione al rischio, su

uno stesso insieme C di alternative ammissibili.
-5a- REALE SUCCESSIONE DI PROBLEMI BARGAINING

Una prima analisi del problema proposto da Kalai Smorodinsky sara’
condotta ipotizzando che i due diversi set S e S rappresentino due successivi
bargaining in cui la successione e’ dovuta a modificazioni dello spazio delle
alternative C o a variazioni di S.

Analizziamo ’esempio proposto a partire dal primo bargaining sul set S: le

soluzioni Nash

Py (Yins Uan)
e Kalai Smorodinsky

Px (vix,usk)

coincidono essendo il set simmetrico.

Il set S e’ costruito normalizzando le utilita’ dei due giocatori: lo status quo
del gioco coincide con 'origine e e I'ideal point con il punto (1, 1) dello spazio
{(u1,uz2)}. Sela soluzione sul set S non e’ posta a confronto con la soluzione
su un differente set, cioe’ fino a che non si ipotizza alcuna variazione del
problema, gli assiomi.di indipendenza dalle alternative irrilevanti e I’assioma
di monotonicita’ non hanno rilevanza.

Ipotizziamo che il confronto tra due bargaining set derivi da una reale suc-
cessioni di problemi bargaining: raggiunto un accordo su S si verifica una
variazione dello spazio C delle alternative ammissibili o una variazione delle
funzioni di utilita’ dei giocatori o una simultanea variazione delle due compo-
nenti. Le variazioni intervenute nel problema determinano un allargamento
del set S:

ScS
dove S €’ il nuovo bargaining set.
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Raggiunto I’accordo il bargaining point relativo alla coppia (S, 0) €’ un punto
appartenente al set S e, poiche’ e’ interno al set S, sara’ un punto congiun-
tamente dominato dai punti appartenenti alla frontiera P (S). Se I’accordo
su S ha portato il gioco su pi = pk ora la contrattazione si concentra sulle
nuove opportunita’ di cooperazioni rese ammissibili dall’ampliamento di S.
Se non viene raggiunto un nuovo accordo il gioco resta fermo su p*(ul,u3):
~ tale punto rappresenta quindi lo stutus quo o soluzione non cooperativa su
S. Lo spazio delle alternative che soddisfano ’assioma di razionalita’ indivi-
duale sara’ lo spazio convesso S delimitato dalle rette di equazione wu; = ul

uy = ul e dalla porzione della frontiera P(S) tra esse compresa, P(§'). Sotto

tali ipotesi la soluzione Nash sul secondo set sara’ un punto

I ‘ ’ —

e — ! — -1
Pr Uy, Uoy) € P(S) con Ty -Usy =maz up-uz €S

La soluzione Nash sulla coppia (TS'—",pR,) e’ tale da incrementare il livello di
utilita’ di ciascun giocatore rispetto alla soluzione sul set ristretto: tale so-
luzione non solo soddisfa ’assioma di monotonicita’ ma, essendo equivalente

alla soluzione Zeuthen, permette di tener conto della personalita’ dei due
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giocatori nella determinazione della soluzione cooperativa.

Se questa e’ I’ottica secondo cui si analizza il confronto tra due bargaining
set D’assioma di monotonicita’ non comporta una variazione della funzione
©(S,d) e quindi non determina una diversa soluzione di un problema bargai-
ning.

Una verifica quantitativa del problema posto da Kalai Smorodinsky porta a

determinare i livelli di utilita’ corrispondenti a ciascuna soluzione su S, S,
—

S .
Dati

S ={(1,0),(0.75,0.75),(0,1),(0,0)} S = {(1,0),(1,0.7),(0,1), (0,0)}
S = {(0.775,0.75), (0.83,0.75), (0.75,0.75)}

©(S,0) = py (uiy,usy) = (0.75,0.75) con
uiy - Usy = 0.5625 =mazuy-upy €8
¥(S,0,1) = pi (uig,usx) = (0.75,0.75) con
90(-5’ 0) = Py (@in,Usy) = (1,0.70) con
Uiy Usy =0.7T0=mazuy-uy €8
$(S,0,1) = b} (T, Uhg ) = (0.769,0.769) con
Uig =Ugg > Uik = Uk
(S, p%) = DUy, Ugy) = (0.7916,7612) con
Uy Ugy =mMaT uy Uz € 5
(5, 0k, 1) = % =Pk
La soluzione Nash sul bargaining set soddisfa I’assioma di monotonicita’:
Uiy > uin Wiy > Uiy
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e in quanto soluzione Nash su S e equivalente alla soluzione Zeuthen sullo
stesso set.

Un’ottica di analisi per certi aspetti simile a quella qui seguita si ritrova
nell’analisi di Kalai [4]. Si ipotizza che una successione di bargaining set
tali che S, C Sp+1 individui un prolema di ”step by step negotiation” e
che la soluzione bargaining su S,, rappresenti lo status quo sul set S,,41. La
differente ipotesi introdotta a giustificare la successione e’ che, pur essendo
ammissibile fin dal primo bargaining il set massimo, i giocatori decidano di
raggiungere un accordo come successione di accordi su alternative via via
piu® ampie. Nel primo bargaining entrambi riducono le proprie richieste in
modo da rendere piu’ facile ’accordo. Tale ipotesi sembra poco realistica:
quanto sembra piu’ rispondente ad una reale contrattazione e’ che le richieste
formulate nella prima contrattazione corrispondano alle massime aspirazioni
ammissibili. Una reale diminuzione delle richieste €’, in realta’, il risultato
di un necessario processo di concessioni reciproche che interviene una volta
verificata da parte dei giocatori I'impossibilita’ di raggiungere le posizioni
desiderate.

Kalai inoltre impone che la soluzione sul set massimo debba essere uguale alla
soluzione raggiunta come successione di contrattazioni sui set contenuti in
esso, successive contrattazioni in cui lo status quo su S,, e’ il bargaining point
su S,.;. Tale assunzione e’ accettabile quando la successione dei bargaining
set e’ tale da ampliare in maniera proporzionale i successivi set: se si ipotizza,
anche se in modo poco realistico, che i giocatori decidano, per rendere piu’
agevole il raggiungimento di un accordo di contrattare su basi piu’ ristrette
per raggiungere in successione ’accordo sul set ammissibile S,, ¢’ comunque
ipotizzabile che le rispettive posizioni, ovvero avversione al rischio dei due
giocatori, resti costante. Se tale ipotesi €’ vera allora la soluzione Nash
"step by step” porta ad individuare la stessa soluzione Nash su §,,. Nelle
altre ipotesi questo non si verifica ma in tale ipotesi cio’ che sembra poco

ragionevole e’ Pottica di analisi.
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-5b- CONFRONTO TRA DISTINTI PROBLEMI BARGAINING

Un secondo diverso approccio di analisi di una successione di set bargai-
ning e’ il confronto tra due diversi problemi caratterizzati dalla contrattazione
tra giocatori diversi.

Ipotizziamo che il giocatore 1 si trovi a contrattare con due diversi gio-
catori: 2 e 3. La differenza tra i giocatori 2 e 3 €’ una diversa avversione al
rischio. Date funzioni di utilita’ strettamente concave la frontiera di Pareto
e’ costitutita da punti nella forma (uy,uz) = ((Ur(c:), Ua(c:)) con ¢ € C.
Siano uM e ul i rispettivi valori massimi e minimi di u; sull’insieme P(S).
Per uy € [u, uM ] esiste una funzione ¢, monotona decrescente concava, tale

che (uy,uz) € P(S) se e solo se ug = ¢(uq):
(u1,8(u1) € P(S)

Se Uy(c) €’la funzione di utilita’ del secondo giocatore e il terzo e’ piu’ avverso
al rischio del secondo, la sua funzione di utilita’ puo’ essere espressa come

funzione concava della funzione di utilita’ del secondo:
Us(c) = K (Uz(c)) = Ulc)

Consideriamo il problema bargaining (é’,d) tra i giocatori 1 e 3: ogni alter-
nativa ¢ ottimale su (S,d) e’ ancora Pareto ottimale su (S,d). Ogni punto

sulla frontiera P(S) e’del tipo:
(u1,u2) = (ur,@(u1) con G(ur) = K($(u1)

” 3 se il risultato conseguito

Una soluzione bargaining e’ detta ”risk sensitivity
da un giocatore non decresce quando il suo avversario diviene piu’ avverso al
rischio. Definiamo la soluzione bargaining (uf,u3) del problema (S, d) come
(1(5), £2(9)) |

ASSIOMA 8 (Risk sensitivity) Per ogni problema bargaining (P(S),d) e

per ogni funzione concava K : R — R con K(0) =0

fi(P(8) > f1(P(S)

3 Si veda [7] per Pintroduzione dell’avversione al rischio nella soluzione

bargaining e [14] per I’assioma 8
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I n

Questo diverso assioma di monotonicita’ ”?, che permette di individuare il

risultato che un giocatore raggiunge quando contratta con giocatori diversi,

e’ compatibile con gli assiomi e la soluzione Nash . Una "monotonicita’ ” in

tal senso e’quindi implicita nella soluzione Nash, e a maggior ragione nella
soluzione Kalai Smorodinsky: analizziamo 'introduzione di tale assioma nella
teoria Zeuthen.

L’equivalenza matematica mostrata da Harsanyi tra la teoria Nash e Zeuthen
ipotizza funzioni di utilita’ dei giocatori lineari: le disequazioni (1) e (2) si

ricavano nell’ipotesi che
Ui[(l - pJ')Ci + ij] = (1~ py’)Ui (e:) + p; Ui (c)
e assegnando il livello nullo di utilita’ all’alternativa di conflitto
Ul(1 = py)e: + pye] = (1 — p;)Us(cs).

Se entrambi i1 giocatori sono neutrali rispetto al rischio, il primo accetta

Pofferta del secondo se:
Ul(CQ) > (1 —_ pz)Ul(C]_)

Ipotizziamo che il primo giocatore venga sostituito da un giocatore, 3, av-
verso al rischio e quindi con una funzione di utilita’ strettamente concava. Il

giocatore 3 accetta la proposta del secondo se

Us(e2) > Us|(1 = p2)(ex) +p2(7)]

Per I’ipotesi di concavita’:

Us[(1 — p2)(e1) + p2(€)] < (1 — p2)Us(c1) + p2Us(C)

e ancora, portando lo status quo nell’origine
b g b

Us|(1 — p2)(e1) + p2(2)] < (1 — p2)Us(cr)

% Si veda [7] per la dimostrazione
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Un giocatore avverso al rischio, a parita’ di probabilita’ associata all’ipotesi
che P’avversario rifiuti la propria proposta e a parita’ di valutazione della
richiesta di quest’ultimo, valutera’ piu’ conveniente ’alternativa certa, cioe’
accettazione della proposta, rispetto all’ipotesi incerta della lotteria tra la
propria richiesta e il conflitto. In altre parole un giocatore avverso al rischio
sara’ meno determinato nel mantenere inalterate le proprie richieste e quindi
maggiormente disposto a fare concessioni all’avversario. Il primo giocatore
raggiunge un risultato piu’ favorevole contrattando con il terzo giocatore in
quanto questi e’ piu’ avverso al rischio del secondo.

Anche analizzando in concreto ’evolversi di una contrattazione tra due gio-
catori su un determinato spazio C di alternative si verifica ’esistenza di una

. equivalenza, non solo formale, tra le teorie Nash-Zeuthen.

CONCLUSIONI

I modelli assiomatici di giochi bargaining hanno dato una rilevanza solo
marginale al problema della scelta in condizioni di incertezza.
Quanto si e’ voluto evidenziare in questo lavoro e’ che, individuando nelle pe-
culiarita’ dei giocatori ’elemento determinante per la ricerca del bargaining
point, la soluzione Nash risulta ”ottima”. Se la diversa soluzione proposta da
Kalai-Smorodinsky e’ il risultato dell’introduzione dell’assioma di monotoni-
cita’ tale assioma risulta verificato dalla soluzione Nash quando varia 'ottica
di analisi.
Il diverso approccio di confronto tra problemi bargaining individuato nel
corso della trattazione, e cioe’ la possibilita’ di interpretare un confronto
tra coppie bargaining come reale successione di accordi raggiunti su set dif-
ferenti, evidenzia la ”monotonicita’ ” della soluzione Nash. La soluzione
inoltre, essendo equivalente alla soluzione Zeuthen, permette di evidenziare
come il bargaining point, e quindi il risultato dell’accordo, dipenda dalla

> 7 dall’avversione al rischio e e dalla ”determinazione” di cia-
3

”personalita
scun giocatore.

Volendo operare un confronto tra giochi diversi, ferma restando la centralita’
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nell’analisi delle ”personalita’ ” dei giocatori, la soluzione Nash soddisfa una
monotonicita’ intesa come sensibilita’ al rischio: la contrattazione ha un esito
piu’ favorevole per un giocatore quando ’avversario diviene piu’ avverso al
rischio.

Una direzione per un ulteriore sviluppo della presente trattazione puo’ es-
sere individuata nella comparazione delle soluzioni su giochi diversi in cui le

differenze sono rilevabili nello spazio C delle alternative ammissibili.
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