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UN ALGORITMO GENETICO PER LA SELEZIONE DI
MODELLI GRAFICI

A Genetic Algorithm for Graphical Model Selection

1. Introduzione

I modelli grafici rappresentano un’ampia classe di modelli per ’analisi multi-
variata che trae origine dal concetto di indipendenza condizionale tra variabili. Un
modello grafico viene specificato mediante un grafo i cui vertici corrispondono alle
variabili coinvolte nell’analisi e gli archi rappresentano la struttura di indipendenza
condizionale della distribuzione (si veda ad esempio Lauritzen, 1996).

Le procedure di selezione di un modello grafico si propongono come obiettivo
di individuare le relazioni di indipendenza condizionale tra coppie di variabili e quindi
di definire 'insieme degli archi caratterizzanti il grafo associato al modello. Poiché
il numero di possibili modelli grafici cresce esponenzialmente al crescere del numero
delle variabili, la stima di tutti i possibili modelli € implementabile solo per problemi
con dimensionalita molto bassa. I metodi proposti in letteratura per la selezione di
modelli grafici (Whittaker, 1990 e Edwards, 1995) sono prevalentemente procedure di
tipo stepwise e portano all’identificazione di un modello adeguato.

In questo lavoro si propone una metodologia per la selezione di modelli log-
lineari grafici che si basa sul calcolo evolutivo e prevede la costruzione di un algoritmo
genetico (Box, 1957; Holland, 1975, 1992 e Goldberg, 1989). Questo approccio viene
attualmente proposto in letteratura per risolvere problemi di ricerca e ottimizzazione
definiti in spazi di dimensioni elevate (Mitchell, 1996). Per la scelta del modello grafico
abbiamo costruito un algoritmo genetico che evolve la soluzione al problema in modo
adattivo e parallelo: D’evoluzione muta in relazione al cambiamenti dell’ambiente di
riferimento e esplora un numero molto elevato di diverse possibilita in modo simultaneo.

I risultati ottenuti in uno studio di simulazione dimostrano che I'algoritmo di
selezione proposto conduce in modo efficiente all’identificazione di un modello grafico
con le proprieta di ottimalita definite nella procedura. L’approccio utilizzato, messo a
confronto con una metodologia di tipo tradizionale come la procedura stepwise, conduce
all’identificazione di modelli con valori di adattamento piu elevati.



Nei paragrafi 2 e 3 sono presentate alcune nozioni di base sui modelli log-lineari
grafici e sugli algoritmi genetici. Il paragrafo 4 & dedicato alla descrizione dell’algoritmo
genetico proposto con attenzione per il particolare operatore di incrocio utilizzato che
si avvale della struttura a grafo del modello. Nel paragrafo 5 sono presentati i risultati

delle simulazioni.

2. I modelli log-lineari grafici

In anni recenti i modelli grafici sono stati oggetto di un crescente interesse per
’efficacia della loro rappresentazione e per la semplicita interpretativa che li contrad-
distingue anche quando il numero di variabili coinvolti nell’analisi ¢ elevato. Un’im-
portante tipologia di modelli grafici si presenta quando tutte le variabili coinvolte nel-
’analisi sono di tipo discreto. In questo caso infatti i modelli grafici sono identificabili
come sottoclasse della famiglia dei modelli log-lineari.

2.1 I modelli log-lineari

Sia V = {a, b,...,m} un insieme finito di variabili casuali discrete tale che
ogni v € V assuma valori all’interno di un insieme finito di livelli Z,. La distribuzione
di probabilita delle variabili in V' puo essere convenientemente rappresentata sotto
forma di tabella di probabilita, usualmente indicata come {p(7)};ez dove i denota una
cella della tabella

Z. 6 I - XvevIv, (1)

e p(i) la sua probabilita. In questa sede si considerano tabelle complete, e quindi
p(¢) > 0 per ogni ¢ € .

Un campione di n osservazioni da V viene generalmente presentato con una ta-
bella, detta di contingenza, {n(i) }ier dove n(¢) indica il numero di osservazioni apparte-
nenti alla cella¢. Siha quindi } ;e p(i) = 1 e 3 ez n(¢) = n. La distribuzione marginale
del sottoinsieme di variabili A C V' & costituita dalla tabella marginale {p4(74)}:,e7,
dove T4 = XyeaZ,. La tabella di contingenza corrispondente ¢ {n4(i4)}i, ez, -

Definiamo una classe generatrice C come un insieme di sottoinsiemi di V' tale che
se A, B € C allora A Z B. La distribuzione di probabilita {p(¢) }icz & detta soddisfare
il modello log-lineare gerarchico con classe generatrice C se per ogni ¢ € 7

log p(i) = > _ dolic) (2)

CecC
dove ¢¢ (i¢) sono funzioni reali che dipendono da ¢ solo attraverso i (Bishop, Fienberg,
Holland, 1975). La dimensione di un modello log-lineare gerarchico & definita come
la dimensione del sottospazio del modello gerarchico determinante il modello stesso

(Lauritzen, 1996: 81). Se C = {V'} il modello & detto saturo.
Le tipologie di relazioni tra variabili esprimibili mediante un modello log-lineare
sono varie e complesse, ma non sempre € possibile fornire una giustificazione intuitiva
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dei vincoli matematici imposti dal modello. I modelli log-lineari grafici costituiscono,
all’interno della famiglia dei modelli log-lineari, una classe di modelli di facile interpre-
tabilita e per i quali e possibile rappresentare le relazioni tra variabili per mezzo di un

grafo.

2.2 I grafi nella rappresentazione del modello

Un grafo & un oggetto matematico suscettibile di un’utile rappresentazione gra-
fica mediante un diagramma. Formalmente un grafo ¢ una coppia G = (V, E), dove V'
& un insieme finito di vertici e £ & un sottoinsieme dell’insieme V' x V delle coppie ordi-
nate di vertici. Gli elementi di £ sono detti archi. I grafi qui considerati sono semplici,
nel senso che non contengono archi multipli o archi con vertici coincidenti, e sono non
orientati in quanto («,b) € E < (b,a) € E. Nella rappresentazione grafica i vertici
sono indicati con dei punti e gli archi con delle linee che li congiungono. Ad esempio
il grafo G = (V, E) con V = {a,b,¢c,d,¢} e E = {(a,b),(b,¢),(b,d),(c,d),(c,e),(d,e)}

puo essere rappresentato come in Fig.1.

Fig.1: Esempio di grafo non orientato

Se (a,b) € F allora i vertici a e b sono detti adiacenti. Il sottografo indotto
da un insieme di vertici A CV e G4 = (A, E4) dove E4 = VN (A x A). Un grafo &
detto completo se tutti i suoi vertici sono adiacenti ed il sottoinsieme A C V & detto
completo se induce un sottografo completo. Un grafo completo con k vertici ha (é)

archi. Un grafo & detto denso se il numero dei suoi archi si avvicina a (g) mentre un
grafo che ha un numero esiguo di archi e detto sparso.

Un eligue & un sottoinsieme completo massimale di V, ossia un sottoinsieme
completo che 'addizione di altri vertici renderebbe incompleto. Un grafo puo essere
identificato mediante I'insieme C dei suoi clique.

Un cammino di lunghezza [ in G € una sequenza di vertici distinti ag, ay,...,q
tali che (aj_1,a;) € F perogni j =1,...,l. Due sottoinsiemi A e B di V sono separati
da C' C V in G se ogni cammino da un vertice in A ad un vertice in B contiene almeno
un vertice in C. La coppia (A, B) di sottoinsiemi di V' tali che AU B =V forma una
decomposizione di G se AN B & completo e separa Ae B in G.

Ad esempio, per il grafo G in Fig.1 la sequenza (a,b, ¢, e) € un cammino di lun-
ghezza 3; {c,d} separa {a,b} da {e}; il sottoinsieme {d, e} & completo ma non & un

clique. L’insieme dei cliqgue di G € C = {{ab},{bed}, {cde}}. La coppia (A, B) con
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A={a,b,c,d} e B ={c,d, e} forma una decomposizione di G.

2.8 Caratterizzazione dei modelli log-lineari grafici

Si consideri un grafo non orientato G = (V, E) il cui insieme di vertici coin-
cide con I'insieme delle variabili V. In questo caso 'insieme C dei cligue di G & una
classe generatrice attraverso la quale G identifica un modello log-lineare. La classe dei
modelli log-lineari grafici e definita come il sottoinsieme dei modelli log-lineari gerar-
chici identificato dall’insieme dei grafi non orientati con insieme dei vertici V (Darroch,
Lauritzen, Speed, 1980).

Questi modelli sono interamente interpretabili in termini di relazioni di indipen-
denza condizionale tra variabili e il concetto di separazione per i vertici del grafo ¢ lo
strumento di lettura di tali relazioni. Formalmente, per qualunque terna (A, B, ') di
sottoinsiemi disgiunti di V tali che (' separa A e B in G si ha una relazione di indi-
pendenza condizionale tra gli insiemi di variabili A e B date le variabili in C'. Questa
relazione tra grafo e modello e nota come proprieta markoviana globale di V' rispetto
a G (si veda Lauritzen, 1996).

La dimensione del modello log-lineare grafico con grafo G = (V) E) per le varia-
bili in V' viene indicata con dim(V,G).

La funzione di log-verosimiglianza per n osservazioni effettuate seguendo uno
schema di campionamento di tipo multimomiale e

(a0} ier) = 1(p) = S (i) g () )
i€
e, seguendo la notazione tradizionale, il suo massimo & indicato con {p(7) };ez. Si rinvia
a Lauritzen (1996) per una trattazione delle problematiche legate al calcolo delle stime
di massima verosimiglianza nell’ambito dei modelli grafici.
Le procedure di selezione di un modello log-lineare grafico basate sulle osserva-
zioni campionarie si propongono di identificare il grafo associato al modello che meglio

si adatta al dati. Il numero di possibili modelli grafici per & variabili & 92(2) ¢ Ia stima
di tutti i possibili modelli € computazionalmente implementabile solo quando il nu-
mero di variabili coinvolte nell’analisi € piccolo. Per questa ragione i metodi proposti
in letteratura per la selezione di modelli grafici (Whittaker, 1990 e Edwards, 1995)
utilizzano prevalentemente procedure di tipo stepwise. Queste prevedono di passare
da un modello con grafo G ad un modello con grafo G’ scelto all’interno dell’insieme
dei vicini di G, composto dai grafi che differiscono da G esattamente per un arco. La
scelta del nuovo possibile modello avviene sulla base di un criterio opportunamente
specificato e la procedura e iterata fino all’ottenimento di un modello non migliorabile
con una ulteriore iterazione della procedura. Punti di partenza della procedura sono
tipicamente il modello saturo per le procedure di tipo backward elimination e il modello
di completa indipendenza per le procedure di tipo forward inclusion.

I metodi di tipo stepwise, opportunamente implementati, consentono di esplo-
rare lo spazio dei modelli nel rispetto di alcuni criteri di coerenza (Edwards, Havranek,
1987 e Malvestuto, 1996) e portano alla selezione di un modello adeguato.



3. Gli algoritmi genetici

Gli algoritmi genetici sono procedure stocastiche proposte per I'ottimizzazione
di sistemi complessi (Box, 1957; Holland, 1975, 1992 e Goldberg, 1989). Il loro fun-
zionamento e basato sull’evoluzione di popolazioni di potenziali soluzioni al problema
che si realizza con 'applicazione di operatori stocastici che emulano le variazioni ge-
netiche. In questo modo si ottengono popolazioni potenzialmente migliori rispetto alle

precedenti.
L’implementazione di questi algoritmi richiede la rappresentazione dello spazio

di ricerca come insieme di sequenze di valori, generalmente espresse in alfabeto bina-
rio, che corrispondono agli individui della popolazione o, pit precisamente al “codice
genetico” degli individui. Obiettivo dell’algoritmo e 'identificazione dell’individuo che
valutiamo “migliore” nel risolvere il problema considerato. Ogni individuo della po-
polazione viene percio valutato mediante una opportuna funzione di adattamento, o

funzione obiettivo.

Fig.2: Struttura di un algoritmo genetico elementare

Algoritmo genetico elementare ()

{

t:=0;

crea popolazione iniziale P(¢);

valuta P(t) con funzione obiettivo;

finché non si ottiene convergenza
{
ti=t-41;
seleziona P(t) da P(t —1);
applica operatore di incrocio a P(t);
applica mutazione a P(t);
valuta P(¢) con funzione obiettivo;

}

Gli algoritmi genetici, nella formulazione pit semplice, generano casualmente
una popolazione iniziale di individui che vengono valutati secondo una funzione obiet-
tivo. Si opera quindi una selezione stocastica di tali individui che si basa sui valori
assunti dalla funzione obiettivo. Agli individui selezionati per partecipare alla genera-
zione successiva si applicano inoltre altri operatori che emulano 1 meccanismi dell’evo-
luzione genetica. In particolare si eseguono “incroci” tra individui per uno scambio di
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componenti di informazione e per [’aggregazione delle componenti migliori. Si eseguono
“mutazioni” dei singoli elementi componenti I'individuo per evitare perdite precoci di
elementi informativi. Si sopprimono le soluzioni peggiori e si trasmettono inalterate
le soluzioni migliori. Molti e piu specifici operatori possono inoltre essere applicati.
La procedura e iterata fino al soddisfacimento di una regola di arresto. In Fig.2 &
riprodotto un esempio di algoritmo genetico.

La teoria degli algoritmi genetici elaborata da Holland (1975, 1995) si basa
sul principio che gli insiemi di valori che rappresentano individui con valori elevati
della funzione obiettivo risultano composti da insiemi di valori (building-blocks) che
attribuiscono elevato adattamento agli individui che li posseggono. Il funzionamento
degli algoritmi genetici € basato sull’identificazione e 'utilizzo in modo parallelo dei
butlding-blocks. Questa caratteristica degli algoritmi genetici & nota come “parallelismo
implicito” (si veda anche Mitchell, 1996).

Nel prossimo paragrafo il problema della selezione di un modello grafico viene
implementato sotto forma di algoritmo genetico nel quale gli individui sono grafi non
orientati e le loro unita componenti sono sottografi di dimensione variabile.

4. L’algoritmo genetico nella scelta del modello grafico

L’applicazione degli algoritmi genetici alla selezione di modelli riconduce la pro-
cedura di selezione ad un problema di ottimizzazione di una funzione definita su uno
spazio di dimensioni elevate che rappresenta lo spazio dei possibili modelli. La scelta
di un modello grafico per k variabili coinvolge uno spazio di ricerca di 2(2) individui
costituiti da tutti i grafi non orientati con k vertici.

La costruzione dell’algoritmo genetico richiede, in prima istanza, la codifica dello
spazio di ricerca e l'identificazione di una funzione obiettivo da ottimizzare, e quindi
la specificazione degli operatori genetici che regolano la transizione aleatoria da una
generazione alla successiva.

[’algoritmo genetico da noi implementato rappresenta gli individui in forma
di stringa binaria associando un bit ad ognuno dei possibili j archi del grafo. Ad
ogni individuo G e assegnato il valore di una funzione di verosimiglianza penalizzata.
Per questa implementazione dell’algoritmo e stata scelta una funzione di adattamento
basata sul criterio di Akaike (Akaike, 1973), che puo essere scritta come

F(G) = =2{l(p") = U(p)} + 2{dim(V,G7) — dim(V, G)} (4)

dove G* denota il grafo completo mentre le stime p* e p di {p(7)}ier sono calcolate
rispettivamente per il modello saturo e per il modello relativo a G.

L’algoritmo ¢ stato inizializzato mediante la creazione di una popolazione ca-
suale di 150 modelli. Nella generazione delle popolazioni successive si e garantita la
sopravvivenza degli individui migliori (“elitismo”) in una percentuale del 5% e, allo
scopo di prevenire la convergenza prematura dell’algoritmo, & stata adottata una pro-
cedura di selezione di tipo stochastic universal sampling (Baker, 1987) applicata ad una
opportuna trasformazione monotona della funzione di adattamento. La probabilita di
mutazione e stata fissata a 0,015. La procedura iterativa dell’algoritmo si arresta al



raggiungimento di una soluzione che rimane invariata per almeno 10 generazioni suc-
cessive.

Nella costruzione dell’algoritmo genetico per modelli grafici si propone in que-
sto lavoro un operatore particolare di incrocio che si avvale della rappresentazione a
grafo dei modelli. L’operatore di incrocio regola lo scambio di componenti di infor-
mazione tra coppie di individui per dare origine a nuovi individui. Tra gli operatori
genetici, 'operatore di incrocio & quello che piu contraddistingue le diverse implemen-
tazioni dell’algoritmo. Infatti un operatore di incrocio che agisca in modo corretto
sulle unita componenti degli individui conferisce all’algoritmo la capacita di esplorare
efficacemente lo spazio di ricerca rendendo l'intera procedura piu efficiente.

Loperatore da noi proposto seleziona coppie di grafi, ad esempio G! e G%, e
scelto casualmente un sottoinsieme A di V' genera due nuovi grafi mediante lo scambio
tra G' e G* dei sottografi G} e G4. Si noti che se |A| = 2 lo scambio coinvolge un solo
arco. Nella Fig.3 e illustrato un esempio nel quale I'operatore di incrocio ¢ applicato a

due grafi con 5 vertici (V = {a,b,c,d,e}) e A= {b,c, e}.

Fig.3: Funzionamento dell’operatore di incrocio

gt G?

]
Q
N

nuovi individui

4

L’impiego di questo operatore si basa sull’idea che un sottografo che descriva
bene la struttura di indipendenza condizionale del corrispondente sottoinsieme di va-



riabili conferisce un buon adattamento all’intero modello. Questa trova giustificazione
nelle proprieta di calcolo locale legate ai modelli grafici. In particolare se (A, B) forma
una decomposizione di G, sia la funzione di verosimiglianza che la dimensione del mo-
dello possono essere calcolate localmente con riferimento ai modelli marginali specificati
da G4 e Gp (Lauritzen, 1996: 90 e 105). Conseguentemente la (4) puo essere scritta
come combinazione lineare di funzioni di adattamento per i sottografi indotti da A e

B:
(@) = f(Ga) + f(GB) — f(Ganp)- (5)

L’operatore di incrocio proposto si propone di sfruttare il parallelismo implicito intrin-
seco negli algoritmi genetici per massimizzazione in modo parallelo le unita componenti
della funzione obiettivo.

5. Uno studio di simulazione

L’algoritmo proposto per la scelta di un modello grafico e stato valutato ese-
guendo uno studio di simulazione che confronta le prestazioni di tale metodologia con
le prestazioni di una metodologia di tipo piu tradizionale e ampiamente in uso negli
studi applicativi come la procedura stepwise.

Per lo studio di simulazione si sono considerate 10 variabili dicotomiche (|Z] =
219 = 1024). Per k = 10 il grafo completo ha 45 archi e il numero di possibili modelli
e 2% 2 10135,

Sono stati costruiti in modo casuale 3 grafi: §G; con classe generatrice C; =
{{aj}, {bceg}, {bf},{ci},{deg}, {dh},{fj}} (13 archi, grafo sparso), Gz con classe ge-
neratrice C, = {{cdfgj},{bdghj},{dfghj},{bdehy}, {bdehi},{abehi}} (21 archi) e G4
con classe generatrice C3 = {{efh},{ai}, {fht}, {cgh}, {bcdej},{cdehj}} (30 archi,
grafo denso). Per ognuno dei tre grafi sono stati generati 10 insiemi di n osservazioni
dal modello log-lineare grafico corrispondente. Ogni insieme di dati € ottenuto da una
diversa distribuzione di probabilita {p(i)}:cr generata casualmente dalla distribuzione
hyper-Dirichlet (Dawid, Lauritzen, 1993) associata al modello. Allo scopo di evitare
che i risultati dell’analisi risentano dei problemi legati alla trattazione di tabelle sparse,
il numero delle osservazioni, n, di ogni insieme di dati & stato posto uguale a 20.000.

L’algoritmo genetico €& stato codificato nel linguaggio MATLAB mentre per
il confronto & stata impiegata una procedura stepwise automatica di tipo backward
elimination coerente, anch’essa basata sul criterio di Akaike, disponibile nel programma
per modelli grafici CoCo (Badsberg, 1991).

Le due procedure sono state applicate ad ogni insieme di dati e i valori di adat-
tamento dei modelli selezionati messi a confronto. E stato inoltre verificato se i modelli
selezionati corrispondono a punti di massimo della funzione obiettivo confrontando il
valore di adattamento di ogni modello con quello di tutti i suoi vicini.

E noto che tra i criteri del tipo verosimiglianza penalizzata, il criterio di Akaike
tende a selezionare modelli con un numero elevato di parametri. Per questa ragione
si & ritenuto di interesse associare un indice di sovraparametrizzazione ai modelli se-
lezionati. Questo e stato calcolato come differenza tra il numero di archi del grafo
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relativo modello selezionato e il numero di archi del grafo corrispondente al modello
utilizzato per generare i dati. Ad esempio, per il primo insieme di dati per il modello
relativo al grafo con 13 archi, Gy, la procedura stepwise ha selezionato un modello il cui
grafo ha 29 archi e il corrispondente indice di sovraparametrizzazione assume valore
16 = (29 — 13).

Nella Tab.1 sono riportati i risultati delle simulazioni. Per ognuno dei 3 x 10
insiemi di dati sono stati selezionati due modelli: uno con I'algoritmo genetico (AG) e
uno con la procedura backward elimination (BE). Per ogni modello sono riportati I’in-
dice di sovraparametrizzazione e una sigla: Opt per indicare che al modello & associato
il valore massimo osservato della funzione obiettivo e max per indicare che il modello
corrisponde ad un punto di massimo relativo della funzione obiettivo. I modelli ai quali
non e associata alcuna sigla non sono punti di massimo.

E stato verificato che tutti i modelli migliori (Opt) corrispondono a punti di
massimo della funzione obiettivo.

Tab.l: Risultato delle simulaziont

G1 (13 archi) G2 (21 archi) Gs (30 archi)

Ins. Ins. Ins. ,

Dati AG BE Dati AG BE Dati AG bE
1 Opt 9 16 1 Opt 1 8 1 Opt 8| Opt 8
2 Opt - 0 9 2 Opt 8| Opt 8 2 Opt 7 7
3 Opt 9 17 3 Opt 5 3 3 Opt 8| Opt 8
4 Opt 8 8 4 Opt 9 8 4 {‘max 6 |Opt &
5 Opt 6 10 5 Opt 7 8 5 Opt 8| Opt 8
6 max 7| Opt 10 6 Opt 7 9 6 Opt 6 7
7 Opt 7 13 7 max 7 |Opt 8 7 Opt 7 |0pt 7
8 Opt .13 12 8 Opt 8 11 8 Opt 6 6
9 Opt 5 13 9 Opt 9|0pt 9 9 max 7 | Opt 9
10 | Opt 7 134 10 [ Opt 9 9| 10 [Opt T7|Opt 7

I risultati ottenuti dalle simulazioni dimostrano la superiorita dell’algoritmo
genetico rispetto alla procedura stepwise usata per il confronto: ’algoritmo genetico
ha selezionato modelli peggiori solo in 4 dei 30 casi (il sesto insieme di dati per Gy,
il settimo per Gy, il quarto e il nono per Gs). Occorre inoltre osservare che per il
grafo denso la procedura stepwise fornisce risultati buoni, ma che questi peggiorano
all’aumentare della sparsita del grafo. In particolare per il grafo sparso la procedura
stepwise tende a selezionare modelli altamente sovraparametrizzati.

Questo studio e stato effettuato con 'impiego di una stazione di lavoro Sun
Sparc Ultra 2 220. L’algoritmo genetico ha richiesto un tempo-macchina superiore alla
procedura stepwise poiché ha esaminato un numero di modelli notevolmente superiore.
E importante perd notare che nel caso peggiore I’algoritmo ha richiesto la generazione
di 56 popolazioni per raggiungere la convergenza, con un tempo-macchina inferiore a
15 minuti, dimostrando una buona efficienza rispetto ai risultati conseguiti e alla di-

mensione dello spazio di ricerca.



6. Conclusioni

Le procedure tradizionali per la selezione di modelli sono state disegnate per
identificare modelli adeguati con un costo computazionale minimo, allo scopo di garan-
tirne D'effettiva implementabilita. In questi ultimi anni il notevole sviluppo in termini
di potenza e di efficienza degli strumenti di calcolo ha reso possibile I'implementazione
di tecniche nuove, computazionalmente piu costose, ma con migliore capacita di adat-
tamento alle caratteristiche specifiche del problema in analisi. I risultati conseguiti in
questo lavoro mostrano che gli algoritmi genetici, avvalendosi della struttura a grafo
del modello, riescono a esplorare lo spazio dei modelli in modo efficiente e forniscono
soluzioni migliori rispetto alle procedure classiche, con un aumento limitato della com-
plessita computazionale.
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